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Kapitel 1

Einfiihrung

Das Losen von Gleichungen beschéftigt die Menschen schon seit Jahrhunderten. Eine beson-
dere Rolle spielen dabei Gleichungen mit ganzzahligen Losungen, solche Gleichungen heifien
diophantische Gleichungen nach Diophantos von Alexandria (ca. 250 n. Chr.).

Als bekannteste Beispiele aus der Vergangenheit seien an dieser Stelle die Gleichungen a? +
b? = ¢® mit a,b,c € Z (“Pythagoriische Tripel” nach Pythagoras von Samos, 6. Jh. v. Chr.)
sowie a” + 0" = ¢ mit a,b,c € Z,n > 3 (“Grofies Fermatsches Problem” nach Pierre de Fer-
mat, ca. 1637) genannt. Dabei ist die Behandlung des Falles n = 2 recht einfach, wéhrend fiir
n > 3 erst 1995 bewiesen werden konnte, dass es keine ganzzahligen Losungen der Gleichung
gibt. (vgl. A. Wiles [21]).

In der heutigen Zeit finden diophantische Gleichungen eine wichtige Anwendung auf dem Ge-
biet der Kryptographie, wo es darum geht, “sicher” Daten (z.B. Kontoinformationen beim
Online-Banking) auszutauschen. Dazu verwendet man, neben den klassischen Verfahren, die
auf dem Faktorisieren grofler ganzer Zahlen und dem Satz von Euler-Fermat beruhen, heu-
te hauptséichlich die Punktgruppe von elliptischen Kurven iiber endlichen Kérpern F,. Eine
elliptische Kurve ldsst sich mithilfe der folgenden WeierstraB3-Gleichung darstellen:

Y2Z + a1 XY Z +asYZ? = X3+ auX?Z + ay X Z? + ag Z°

mit a1, ag, ag, a4, as € Fy. (Die Losungen dieser Gleichung (z,y, z) € Fg’ sind genau die Punkte
auf der elliptischen Kurve.) Auf diese elliptischen Kurven kénnen dann die klassischen Me-
thoden (z.B. der Diffie-Hellman-Schliisseltausch) {ibertragen werden (siehe [20]).

Eines der beriihmten 23 ungelsten Probleme, die 1900 von D. Hilbert auf dem Internationalen
Mathematiker-Kongress in Paris gestellt wurden, behandelt die Frage, ob es einen Algorith-
mus gibt, der jede beliebige diophantische Gleichung 16st. Diese Frage wurde von Matijasevic
1970 in [9] negativ beantwortet, so dass man sich nun darauf beschrénkt, einzelne Klassen
von Gleichungen zu losen.

A. Thue betrachtete um 1909 die spezielle Klasse von diophantischen Gleichungen von der
Form
F(z,y)=m

wobei F' ein irreduzibles, homogenes Polynom mit Grad n > 3 und m € Z\ {0} ist. Er konnte
beweisen (siehe [19]), dass solche Gleichungen, die seither als Thue-Gleichungen bezeichnet
werden, hochstens endlich viele ganzzahlige Losungen besitzen. Dieser Beweis ist jedoch nicht
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konstruktiv, das heifit, die Losungen ergeben sich nicht explizit aus dem Beweis, sodass sich
daraus auch kein Losungsalgorithmus herleiten lésst.

C. L. Siegel konnte 1929 in [17] einen Algorithmus angeben, der entscheiden kann, ob die Glei-
chung F(z,y) = 0 mit beliebigem F' endlich oder unendlich viele Losungen besitzt. Dieser
Algorithmus ldsst sich allerdings ebensowenig dazu verwenden, konkrete Losungen zu berech-
nen.

E. Thomas studierte 1990 in [18] zum ersten Mal eine parametrisierte Familie von ku-
bischen Thue-Gleichungen mit positiver Diskriminante. Seither wurden zahlreiche
spezielle parametrisierte Familien behandelt. Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Fa-
milien von Thue-Gleichungen iiber imaginir-quadratischen Zahlkoérpern (sogenannten rela-
tiven Thue-Gleichungen) der folgenden Form.

Fiir quadratfreies D € N sei k := Q(v/—D) ein imaginér-quadratischer Zahlkérper und Z
der zugehorige Ganzheitsring. Betrachtet wird die Familie von Gleichungen

Fi(z,y) =2° — (t — D)y — (t+2)zy® — 3> =4 (1.1)
mit ¢, ¢ € Zy, t ¢ Zund |[¢| < |2t+1|. Man ist daran interessiert, alle Paare (x,y) mit x,y € Zj,
zu finden, die diese Gleichung erfiillen.
Heuberger, Pethé und Tichy behandelten in [1], [2], [3] und [4] den Fall |¢| =1 von (1.1).
In Fall £ = Q und Zj = Z haben Thomas [18] und Mignotte [10] die Gleichungen

Ft (CL’, y) ==+l
komplett gelost, wohingegen die diophantischen Ungleichungen
|Fi(z,y)| <2t +1

von Mignotte, Pethé und Lemmermeyer in [11] behandelt wurden.

Sei

fi(z) == Fy(z,1) =2 — (t = 1)a* = (t + 2z — 1
und o = o eine Nullstelle von f;. Da f; (—1 — %) = % gilt, sind die anderen Nullstellen
von f; durch

1 1
@ =_1_= (G)—
o 1 . e P (1.2)

gegeben.

Sei m = t2 +t + 7, dann ist m? die Diskriminante von f;. Weiters sei

b % falls D = 3(4)
" |livD  falls D # 3(4).
Sei k() die kubische Erweiterung von k, die von der Nullstelle a des Polynoms f;(x) erzeugt

wird. Diese Erweiterungen stellen im Fall £ = Q die einfachsten kubischen Korpererweiterun-
gen von QQ dar und werden nach Shanks bezeichnet, der solche Korper in [16] untersuchte.

Sei (z,y) € Z eine Losung der Thue-Gleichung (1.1). Mit der Bezeichnungsweise Ny, /6(7)
fiir die relative Norm von « iiber k gilt

Niayk( — ay) = Fi(z,y) = L. (1.3)
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Deshalb ist das Losen der Thue-Gleichung (1.1) fiir |¢] < |2¢+1| &quivalent dazu, alle Elemente
v = x — ay deren Norm betragsméBig durch |2¢ + 1| beschrénkt ist, zu berechnen.

Aus diesem Grund ist die vorliegende Arbeit in zwei grofie Teile unterteilt. In Teil 1 (Kapitel 2)
werden alle Elemente mit kleiner Norm berechnet und anschlieBend werden diese Elemente in
Teil 2 (Kapitel 3 und 4) dazu verwendet, um alle Losungen der Thue-Gleichung mit Rt = —3
zu berechnen.

In Kapitel 2 wird das Ergebnis der Arbeit von Kirschenhofer und Thuswaldner [6], in welcher
alle Elemente v € Zg[a], deren Norm die Ungleichung [Ny ) /x(7)| < |2t + 1] fiir [t] > 14
erfiillt, berechnet werden, auf alle ¢ ausgeweitet (vgl. Satz 2.15 fiir alle ¢ und Korollar 2.18 fiir
alle ¢t mit Rt = —1). Es wird bewiesen, dass die Bedingung |Ny()/%(7)| < [2¢ + 1| impliziert,
dass v entweder zu einem Element aus Zj, assoziiert ist oder

Y = upal (@ + 1) (1.4)

gilt, mit einer Einheit p von Zg, b1, by € Z und einem (3, welches nur endlich viele verschiedene
Werte annehmen kann (siehe Satz 2.15 und Korollar 2.18).

In Kapitel 3 wird eine obere Schranke fiir

(3+1)

7(j+2)

ald) — gU+D)

Ay = log o) — 7D

— log

berechnet, wobei j € {1,2,3} so festgelegt ist, dass

W)= min D)= min |z —a®
b 1€{1,2,3} ™l le{1,2,3}| yl
gilt. Dann werden alle Elemente, die in Kapitel 2 als Elemente mit Norm < |2¢ + 1| identifi-
ziert wurden, in diese obere Schranke eingesetzt und mithilfe einer unteren Schranke fiir |A ;]
gezeigt, dass es, wenn A; # 0 gilt, keine Losungen (z,y) € Z7 der Thue-Gleichung (1.1) mit
den Eigenschaften

o ly| > 4 (fiir [t| > 6) baw. |y| > 7 (fiir [t] < 6),

ez ¢ {0,~y,ty} und
e v = x — ayy ist nicht zu einer Zahl aus Zj, assoziiert

gibt.

In Kapitel 4 werden all jene (z,y) € Zz untersucht, die die obigen Eigenschaften nicht erfiillen.
In diesen Fillen ergeben sich dann Losungen der Thue-Gleichung (1.1). Weiters wird der
Spezialfall A; = 0 behandelt. Dazu betrachtet man

Y = Ym = 21(m) + z2(m)a + x3(m)a?

mit z;(m) € Zg und m € Z. vy, liefert genau dann eine Losung (x, y) der Thue-Gleichung (1.1),
wenn z3(m) = 0 gilt. Mithilfe einer Rekursion fiir 3(m) lassen sich Lésungen (z,y) € Z3 der
Thue-Gleichung (1.1) finden. Alle Lésungen der Thue-Gleichung (1.1) fiir ¢t = —% werden in
Satz 4.4 aufgelistet.

Anhang A enthélt sémtliche Mathematica®-Programme, die zur Berechnung aller Elemente
mit kleiner Norm sowie zum Loésen der Thue-Gleichung benétigt wurden.
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Kapitel 2

Elemente mit kleiner Norm in Z;(«)

2.1 Einleitung

Das Losen der Thue-Gleichung (1.1) ist dquivalent zum Berechnen aller Elemente mit einer
Norm kleiner oder gleich |2t + 1|, wie bereits im vorigen Kapitel gezeigt wurde. Daher wird
nun hier das Resultat aus [6] ausgeweitet, um alle Elemente mit kleiner Norm zu berechnen.
Mithilfe dieser Elemente ldsst sich dann die Menge aller moglichen rechten Seiten £ der Thue-
Gleichung (1.1) einschréinken.

In [6] wurde fiir |t| > 14 gezeigt, dass die Bedingung
| Ni(ay/u(7)] < 128 + 1
impliziert, dass v entweder zu einer ganzen Zahl in Z; assoziiert ist oder dass
v = /Bl (o))" (2.1)
gilt, wobei ' eine Einheit in Zj bezeichnet, b},b, € Z sind und S nur endlich viele Werte

annehmen kann, die in [6, Satz 1.1] aufgelistet sind.

Wegen (1.2) ldsst sich dann « auch in der Form
7= uBab(a + 1) (2.2

schreiben.

In diesem Kapitel wird eine Modifizierung und Verschirfung der Methoden von [6] entwickelt,
um ein dem dortigen Satz 1.1 entsprechendes Resultat fiir alle ¢ gewinnen zu kénnen.

Zuerst werden einige Beziehungen zwischen den Nullstellen o, «® und a® und dem Para-
meter ¢t zusammengestellt. Anschliefend wird gezeigt, dass man sich bei der Berechnung aller
Elemente v, die die Normungleichung | Ny (q)/x(7)| < [2t+1] erfiillen, auf Elemente mit kleinen
Konjugierten beschrinken kann. Diese Elemente werden dann berechnet und in Abschnitt 2.5
zusammengefasst.

In jedem Abschnitt wird zuerst der Fall |¢| > 6 und anschlieflend der Fall |t| < 6 behandelt.
Diese Aufteilung ergibt sich dadurch, dass gewisse Methoden, die fiir betragsméfiig grofie ¢
funktionieren, fiir kleine ¢ nicht geeignet sind.
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2.2 Aussagen iiber a in Bezug auf ¢

Hier werden einige Beziehungen zwischen den Nullstellen o, a(® und a(® des Polynoms
fi(z) = 23— (t—1)2% — (t+2)z — 1 und dem Parameter ¢ von f; aufgelistet. Diese Beziehungen
werden bei der Berechnung der Elemente mit kleiner Norm zur Anwendung kommen. Dabei
bendétigt man die folgende Notation.

Definition 2.1 Fiir zwei Funktionen g und h und eine positive Zahl xqy schreiben wir g(x) =
Lo (h(|z))), falls |g(x)| < h(|x|) fir alle z mit |z| > xo gilt.

Diese Notation wird bei der nun folgenden Berechnung der Entwicklungen von «,a® und
a®) nach Potenzen von t verwendet.

Lemma 2.2 (vgl. [6, Lemma 3.1]) Seit € C. Dann existiert eine Nullstelle o von f;, sodass
fiir [t| > 6 folgende Entwicklungen nach Potenzen von t gelten.

2 1 3 4.6
o = t+7_7_t73+L6 s

t 2 |t|7/2
1 1 2 1.5
2 — 1 142 e == 2.3
o} 5 t+t3+ 6 iz ) (2.3)
1 1 1 1 2
@ - L _ 1t 12
“ ol iETet 6<|t|7/2>
Beweis Diese Abschétzungen kénnen durch den Satz von Rouché auf die gleiche Art wie in
[1, Lemma 4] gezeigt werden. O

Man kann nun mithilfe der Entwicklungen aus Lemma 2.2 die folgenden Lemmata beweisen.
Dabei betrachtet man auch den Spezialfall Rt = —%.

Lemma 2.3 (vgl. [1, Lemma 8]) Fiir Rt = —% und |t| > 6 gilt

1
o_z:—l—a<:>§Ra:—§.

Lemma 2.4 (vgl. [1, Abschnitt 7]) Ist Rt = —3, so gilt |a + 1| = |a.

Lemma 2.5 (vgl. [6, Lemma 3.2]) Fir |t| > 6 gilt
ja| > max(1,|a®], |a!])

und 1 !
Rt < —= Ra < ——.
<5 — Ra < 5

Bemerkung 2.6 Ist |t| < 6, so gelten die Entwicklungen fir o, o ?,a®) aus (2.3) nicht
mehr. In diesem Fall betrachtet man daher alle t extra und berechnet jeweils die exakten
zugehorigen Nullstellen. Die Nullstelle mit dem grofiten Betrag wird dann als o bezeichnet,
a® und a® hingen iber (1.2) mit o zusammen. Im Spezialfall Rt = —% ermittelt man
ebenfalls die exakten Nullstellen. Hier gibt es genau eine Nullstelle o mit Ra = —%. Diese

Nullstelle wird dann mit o bezeichnet.
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2.3 Einschrinkung auf Elemente mit kleinen Konjugierten

Will man alle v € Zg[a] ermitteln, die die Ungleichung [Ny /x(7)| < |2t + 1| erfiillen, so
miissen unendlich viele Werte betrachtet werden. Man kann nun zeigen, dass es Elemente
B € Zyla] und a1, ay € Z gibt, sodass v = fa® ()2 gilt und fiir 3 und seine Konjugierten
gewisse Schranken giiltig sind. Dies hat den Vorteil, dass man sich bei der Berechnung der
Elemente, welche die Normungleichung erfiillen, auf jene endlich vielen Elemente mit kleinen
Konjugierten beschrianken kann.

Um diese Vorgangsweise durchfiihren zu kénnen, wird ein dhnliches Resultat wie in [11, Lem-
ma 3| fiir imaginédr-quadratische Zahlkorper benotigt.

Lemma 2.7 (vgl. [6, Lemma 4.1]) Sei v € Zi[a]\ {0} und seien c1,c2 € R positive Konstan-
ten. Ist Rt < —% und |t| > 6, so existieren a1, as € Z und B € Zy[a], sodass

"}/ = ﬂaal (a(2))a2

mit
; N (7)] | Ni(a)/6(7)]
<189 < o INk@/e ] 3y < 1Nk
Cz_|ﬁ ‘_C(O&)CZ, 16{172}> C(Oé)26102 —|ﬁ |— 16 ;
wobes o
S D S I AR TN =)
Cla) = 5] = fa—1-a®.
Setzt man

o= oy — <\Nk(a)/k(7)|>1/3
T C(a) ’

so erhédlt man mit Lemma 2.7 folgendes Resultat.

Korollar 2.8 (vgl. [6, Korollar 4.3]) Sei v € Zg[a] \ {0}. Ist Rt < —1 und |t| > 6 ist, so
existiert ein B € Zi[a] assoziiert zu vy, dessen Konjugierten die Ungleichungen

1B9] < [NigaymM2C(a)*?, i€ {1,2,3)

erfillen.
Fiir den Spezialfall Rt = —% erhélt man daraus die folgenden Ergebnisse.

Korollar 2.9 Sei Rt = —3,[t| > 6 und v € Zg[a] \ {0} und seien c1,co € R positive Kon-
stanten. Dann existieren ay,as € Z und f € Zg[a], sodass

v = ﬁam (a(Z))GQ

N N
| Nis(a) /(7)) <|ﬁ(3)|<| k(a)/k('Y”‘

<180 < o iedl.2
Cl - |ﬁ | — |O[‘CZ, ? { Y }7 ‘Oé‘QClCQ — = 0162
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Korollar 2.10 Sei Rt = —1,|t| > 6 und v € Zgla] \ {0}. Dann ezistiert ein B € Zy[a]
assoziiert zu vy, sodass

1B < | Nigay e (N)1Y3 )3, i€ {1,2,3}

gilt.
Beweis Diese beiden Ergebnisse folgen aus Lemma 2.7 sowie Korollar 2.8. Ist Rt = —%, SO
gilt |a| = |a + 1|, woraus man |a(?| = 1 erhélt. Daraus ergibt sich C'(a) = |al. O

2.4 Darstellung beziiglich der Ganzheitsbasis {1, a,a®}

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass man sich bei der Berechnung von Elementen, die
die Normungleichung erfiillen, auf jene Werte 5 und deren Konjugierte beschranken kann, fiir
die die Einschréankungen aus Korollar 2.8 gelten. Diese Zahlen § kénnen nun folgendermafien
dargestellt werden.

Da {1,a,a?} eine Basis von Z[a] ist, lisst sich 3 € Zy[a] in der Form
8 =u+va+wa? (2.4)

mit u, v, w € Zy, schreiben (vgl. [6, Gleichung (3)]).
Im Fall v =w =0, d.h. 8 = u, ist v zu einem Element aus Z; assoziiert.
Darum wird im Folgenden (v,w) # (0,0) angenommen.

Wird § wie in (2.4) dargestellt, so lassen sich die Einschrinkungen an 8%,i € {1,2,3} in
Schranken fiir u, v und w umrechnen.

Man verwendet dazu die folgenden Gleichungen (vgl. [8, p. 55])
i = —T(B(0a® — (@®)2), iw=—T(B(® —a)), mw=T(Ba® —a®)

wobei T'(-) = Tj(a)/x(-) die Spur eines Elementes bezeichnet. Diese Gleichungen ergeben sich
mithilfe von T(a) =t — 1, T(aa?) = —(t +2), T(a?) = 2 + 5, T(a?a?) = 2 —t — 4
sowie T(a(a(?)?) = 3. Unter Anwendung von Korollar 2.8 erhilt man die Schranken (vgl. [6,
Gleichung (4)])

], [mw] < [Ny ()2C(@)*P(ja = a®] 4 [a® = ol +]al? —a). (2.5)

Fiir

wie in [6, Abschnitt 5] definiert und |Ny(q)/x(7)| < |2t + 1] gilt dann

o], o] < 21/3\,5\1/30@2/3% (2.6)

(vel. [6, Gleichung (7)]). Fiir |t| > 6 und Rt < —1 liefern Lemma 2.2 und die Dreiecksunglei-
chung das folgende Lemma.
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Lemma 2.11 Sei Rt < —1 und v,w wie in (2.4) definiert. Fir |t| > 6 kann man 3 immer

so wdihlen, dass die Schranken
[v], Jw| < 4.16955 (2.7)

gelten.

Nun méochte man eine Schranke fiir |u| berechnen. Aus (2.3) erhélt man
o =t+ Lg(0.383694), o® = -1+ L4(0.178761), a'® = L(0.202854). (2.8)

Sei
Gow(r) = (r +va +wa®)(r + va® + wa®)(r +va® + wa)

wie in [6, Abschnitt 5] definiert. Die Nullstellen von g, ., (r) sind

2) 3)

Ty = —vQ — wa(2), ro = —va® — wa(3), ry = —va® — wa (2.9)

(vel. [6, Gleichung (8)]). Man beachte, dass gyw(u) = Nia)/k(8) gilt. Andererseits kann
|gv,w(r)| als Produkt der Absténde von 7 zu den Punkten 71,79, r3 interpretiert werden.

Man verwendet das folgende Resultat.

Lemma 2.12 (vgl. [6, Lemma 5.2]) Sei R € R und seien z, z1, 22, z3 € C paarweise verschie-
den. Fir i € {1,2,3} seien d; = |z — z;| und d := max;j|z; — z;|. Gilt di > R fiir jedes
i €{1,2,3}, dann folgt

dydads > R*(d — R).

Wendet man Lemma 2.12 mit z = r und z; = r;,7 € {1,2,3} an und wihlt R so, dass
R%*(d— R) > |2t + 1] gilt, so folgt |gyw(r)| = |7 —r1||r —ra||r —rs| > |2t + 1], falls |r —7;| > R
fiir alle ¢ gilt. Deshalb miissen nur jene Werte u, die die Ungleichung |u—r;| < R fiir mindestens
ein ¢ € {1,2,3} erfiillen, untersucht werden.

Im Gegensatz zu [6, Kapitel 5], muss man die beiden Fille |v| = max(|v|, |w]) > 0 und
|w| = max(|v],|w|) > 0 abhéngig von M := max(|v|, |w|) unterscheiden, um ein R finden zu
konnen, fiir das

R%*(d — R) > |2t| > |2t 4 1| (2.10)

gilt.
o |w| > |vl:

1. M = 1: Es miissen zwei Falle unterschieden werden.
(a) |v| =0 und |w| = 1: Es gilt

d > |rs — o] > |w|(|t] — Le(0.586548)) = |t| — Lg(0.586548).

Setzt man R = v/3.35, so ist die Ungleichung (2.10) fiir [t/ > 6 und Rt < —3
erfiillt.
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(b) |v| =1 und |w| = 1: Hier werden die Fille w = v,w = —v (fir alle D), w =
w,w = —iv (fiir D = 1) sowie w = bv,w = —bv,w = (1 — b)v,w = —(1 — b)v
(fiir D = 3) betrachtet.

w = v: Unter Verwendung von

d > |r1 —ra| > |v|([t| — Le(0.586548)) = |¢| — Lg(0.586548)

und R = v/3.35 ist die Ungleichung (2.10) fiir |t| > 6 und Rt < —1 erfiillt.
w = —v: Die Ungleichung (2.10) fiir [t| > 6 und Rt < —7 ist fiir

d > | — rs) > [v](20t] — Le(2.149)) = 2|t| — Le(2.149)

und R = /1.39 richtig.
w = v fir D = 1: Verwendet man

d > |ry—r3] > [v|(V2|t] — Le(2.149)) = V2|t| — Lg(2.149)

und R = /2.53, so ist die Ungleichung (2.10) fiir [¢| > 6 und Rt < —1 erfiillt.
w = —w fiir D = 1: Dieser Fall ist analog zum Fall w = iv.

w = bv fiir D = 3: Hier geniigt es nicht, die abgekiirzten Entwicklungen von
o in (2.8) zu beniitzen, um ein R, welches (2.10) fiir |t > 6 und Rt < —1
erfiillt, zu erhalten, sondern man muss die asymptotischen Entwicklungen (2.3)

verwenden. Es ergibt sich

d > |ry —r3
= [bar — a® + (1 — b)a®)|

bt + 2_0 3—b+L 46 +1+1 3+
P AN TTE t 1

) 1.5 1—b+1—b+1—b+L 2
S\ 2 t 2 3 ANTHE

= |t| — Lg(1.58464).

Setzt man R = /6.3, so ist (2.10) fiir [t| > 6 und Rt < —7 erfiillt.
w=—bv fir D = 3 Dleser Fall ist zum Fall w = bv analog
= £(1 — b)v fiir D = 3: Diese Fille konnen wie der Fall w = bv behandelt

werden. Hier erfiillt R = 1/6.3 ebenfalls die Ungleichung (2.10) fiir |¢| > 6 und
Rt < —1.
2. M # 1. Es gilt

d > |rs —ro| > |w|(Jt| — Le(1.968163)).

Hier ist M = /2 der schlechteste Fall, der auftreten kann. R = % erfiillt die
Ungleichung (2.10) fiir [¢| > 6 und Rt < —1.

o [v] > |wl:
1. M =1, d.h. |w| =0 und |v] = 1: Man erhélt
d > |r1 —ra| = |v|(|t] — Le(1.56246)) = |t| — Le(1.56246).

Setzt man R = /6.1, so ist (2.10) fiir [¢| > 6 und Rt < —3 erfiillt.
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2. M # 1. Hier ist M = /2 der schlechteste Fall, der auftreten kann. Es miissen zwei
Fille unterschieden werden.

(a) |w| =0 und |v| = v/2: Man erhilt
d > |r1 —ro| = |v|(|t| — Le(1.56246)) = v2(|t| — Lg(1.56246)).

Durch R = (/38 ist (2.10) fiir [¢| > 6 und Rt < —3 erfiillt.
(b) Jw| =1 und |v| = v/2: Es gilt
d > |ry —
> [o[[t] — (Jw| + |v|L6(0.383694) + |w|Le(0.178761)+
+ |v] + |v|L6(0.178761) + |w]|Le(0.202854))
= V2Jt| — Lg(3.59126).

Setzt man R = /342 5o ist die Ungleichung (2.10) fiir [¢| > 6 und Rt < —
erfiillt.

1
2

Die Wahl von R := /6.3 ist fiir alle obigen Fille geeignet. Daraus ergibt sich das folgende
Lemma.

Lemma 2.13 Seien u,v,w wie in (2.4) und r1,ro, 3 wie in (2.9) definiert. Ist der Minimal-
abstand von u zu einem der Punkte ri,ra,rs grifier als R = /6.3, so gilt

| Nig(a) /(0 + va + wa?| > |2t + 1],

Deshalb geniigt es, jene Félle, in denen w innerhalb eines der Kreise mit R = /6.3 um ry,ro
oder r3 liegt, zu betrachten.

Um nun alle moéglichen u zu erhalten, werden 71,79 und 73 durch Punkte des Gitters Zj
approximiert. Insbesonders setzt man

p1:=—vt+w, po:=-—v, p3:=-—wt (2'11)
(vgl. [6, Gleichung (14)]). Aus (2.8) und (2.9) folgt, dass
i — pi| < MLg(0.38369) (1 <i<3).

Setzt man
R:= R+ 0.38369M < 4.11,

N

so geniigt es, fiir den Beweis von Satz 2.15 alle Punkte w die einen kleineren Abstand als R
von mindestens einem der Punkte p; haben, zu untersuchen.

Diese Schranken fiir u, v, w werden nun in ein Mathematica®-Programm eingesetzt, welches
alle Elemente kleiner Norm berechnet. Dieses Programm ist im Wesentlichen das Programm,
welches in [6] verwendet und dort in Abschnitt 6 ausfiihrlich beschrieben wird. Daher folgt an
dieser Stelle nur eine kurze Zusammenfassung der Programmidee. Im Programm wird jede Dis-
kriminante (D = 1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19, 21,23, 31, 35, 39,43,47,51, 55,59, 67, 71)
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extra betrachtet. Man iiberpriift, ob fiir jede Zahl § = u+va+wa(?, fiir die u, v und w inner-
halb der berechneten Schranken liegen, die Ungleichung |Ny(q)/x(8)| < [2t+1] mit ¢ = ¢1+c2b
und den Bedingungen Rt < —%, St > 0 und [¢| > 6 erfiillt ist oder ob eine Entscheidung auf
wahr oder falsch nicht mdoglich ist. Jede Zahl, deren Norm die Ungleichung erfiillt oder fiir
die das Programm nicht entscheiden kann, ob die Bedingung |Nyq)/x(8)] < |2t + 1] erfiillt
ist oder nicht, wird in eine Liste geschrieben. Danach versucht das Programm in dieser Liste
assoziierte Elemente zu finden, indem fiir jedes Element drei Normalformen erzeugt werden
und jeweils zwei dieser Tripel miteinander verglichen werden. Kann ein Tripel durch ein an-
deres Tripel durch Multiplikation mit einer Einheit in Z; erzeugt werden, so wird eines der
beiden Tripel fallen gelassen. In den Féllen, wo das Programm nicht entscheiden konnte, ob
die Norm-Bedingung erfiillt ist oder nicht, wird eine Liste von moglichen ¢-Werten erzeugt
und dann werden jene Werte herausgefiltert, die |t| > 6 sowie die Norm-Ungleichung erfiillen.
Dadurch erhélt man fiir alle ¢t mit R < —%,St > 0 und |t| > 6 eine Liste aller Elemente
kleiner Norm. Dieses Programm ist ausfiihrlich in Anhang A.2 beschrieben.

Der Unterschied zum Programm, welches in [6] verwendet wird, besteht darin, dass hier
alle ¢t betrachet werden, fiir die [t| > 6 gilt (in [6]: |¢| > 13). Dadurch, dass nun auch klei-
nere t betrachtet werden, muss man zusétzliche Diskriminanten untersuchen (in [6]: D =
1,2,3,5,6,7,11,15,19,23, 31).

Nun betrachtet man alle ¢ mit [t|] < 6. Wie schon in Bemerkung 2.6 erwihnt, wird in
diesem Fall jeder t-Wert einzeln behandelt. Dabei kénnen jeweils die exakten Nullstellen
a®. a® o) von f; ermittelt werden. Das Lemma 2.7 bleibt, bis auf einige Spezialfiille,
die gesondert betrachtet werden, auch fiir [t| < 6 giiltig, da man in diesen Fillen die Be-
zeichnung fiir die Nullstellen a9 mit i € {1,2,3} so wihlen kann, dass Lemma 2.5 gilt,
wodurch der Beweis fiir Lemma 2.7 (vgl. [6, Lemma 4.1]) gleich bleibt. Dadurch ist es
moglich, die Ungleichung (2.6) zu verwenden, um Schranken fiir |v|, |w| zu berechnen. Es
gibt nun jedoch Spezialfille, wo das Lemma 2.7 nicht mehr giiltig ist. Diese Spezialfille sind
te{-1+ #,—% + #,—% + i@,—% + @,—% + @,—% + @} Diese t sind be-
tragsmiiBig klein, fiir sie gilt die Ungleichung |a| > max(1,|a®)]|, |a¥]) aus Lemma 2.5 nicht
mehr, wenn man « so wéhlt, dass Ra = —1 gilt. Hier gilt || < min(1, la@|,]a®)]), wodurch
man zeigen kann, dass C'(«a) # C(«) gilt, wenn man C(«) und C’(«) wie im Beweis von
Lemma 2.7 definiert. In allen Problemfiillen kann man jedoch die Ungleichung C'(«o) < 4C(«)
zeigen, sodass hier ein Lemma analog zu Lemma 2.7 mit 4C(«) anstelle von C'(«) gilt. Daraus
ergeben sich dann fiir [v| und |w| die Schranken

ol < 219114 @) (212)
anstelle von (2.6). Im Gegensatz zum Fall [t| > 6, wo drei Kreise mit Radius R um ry, 79
und 73 (vgl. Lemma 2.13) betrachtet werden, um eine Schranke fiir |u| zu erhalten, liegen
r1,72,73 nun innerhalb eines Kreises mit Radius R = /|2t + 1|. Dies ist dadurch moglich,
dass bei kleinem ¢ die Werte a(!), a(?) und o® sehr nahe beieinander liegen. Diese Schran-
ken werden in einem zweiten Mathematica®-Programm verwendet, welches fiir alle ¢ und
B = u+va+wa®, wobei u, v, w innerhalb der berechneten Schranken liegen, iiberpriift, ob
die Ungleichung | Ny (o /k(8)| < [2¢+1] erfiillt ist und ob zwei Elemente 3 zueinander assoziiert
sind. Im Gegensatz zum Fall |t| > 6 testet das Programm nun auflerdem, ob es verschiedene
Normalformen gibt, die betragsméfig gleich grole Normen besitzen, aber nicht zueinander
assoziiert sind. Dazu werden jeweils alle Elemente mit gleicher Norm betrachtet. Man bildet
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dann die Quotienten g1, o bzw. q3 eines Elementes mit den Konjugierten eines anderen Ele-
mentes und berechnet s; = |gj — padl(a + 1)72| (j € {1,2,3}), wobei p eine Einheit in Zj
ist (vgl. (2.2)). Gilt s; = 0, so sind die beiden Elemente zueinander assoziiert und eines der
beiden Elemente kann verworfen werden. Dieser zusétzliche Test muss fiir [¢| > 6 nicht durch-
gefithrt werden, da man dort nur § hat, die linear in o und daher leicht zu betrachten sind.
Man bekommt hier nur in einigen wenigen Einzelfidllen Normalformen, die nicht zueinander
assoziiert sind, obwohl ihre Normen betragsméBig gleich grof sind (vgl. Bemerkung 2.17 bzw.
[6, Bemerkung 1.3]). Man erhilt somit eine Liste aller Elemente mit kleiner Norm fiir alle ¢

mit Rt < —%,%t > 0 und |t| < 6. Eine genauere Beschreibung des Programmes erfolgt in
Anhang A.3.

Bemerkung 2.14 Das oben beschriebene Mathematica®-Programm liefert Elemente, deren
Norm die Normungleichung |Ny)/x(B8)| < |2t + 1| erfiillt. Ersetzt man o durch die beiden
Konjugierten a® und a® und wendet die Darstellung (1.2) an, so ergeben sich zusdtzlich
zwei Elemente, die ebenfalls die Normungleichung erfiillen.

Beispiel: Mathematica® liefert « — 1. Dann erhdlt man die beiden zusitzlichen Werte:

()[+1_ _20("‘1’&(3)_1:_ 1 _1:_a+2

a? _1=_ .
o « a+1 a+1

Die Nenner werden durch die Potenzen von a bzw. a+1 in vy = pBab (a+1)"2 aufgenommen,
wodurch man in diesem Fall das einfachere Tripel {ov — 1,2a + 1, + 2} erhdlt.

2.5 Alle Elemente mit kleiner Norm

Die im vorigen Abschnitt berechneten Elemente -y, welche die Ungleichung

|Ni(ay/x(7)] < [2t + 1] erfiillen, lassen sich im folgenden Satz zusammenfassen. Dabei wird
der Fall t = —% + % ausgeschlossen, da man in diesem Fall nur eine dreifache Nullstelle
o= —% + % bekommt.

Satz 2.15 Fir alle t mit %t < —%, St >0 und t # —% + ?“T‘/g impliziert die Bedingung
| Niayu(] <12t + 1,

dass v entweder zu einer ganzen Zahl in Zi assoziiert ist oder folgendermajflen geschrieben
werden kann:
v = pfa’ (a+1)7, (2.13)

mit einer Finheit p von Zy, b1, b € Z und einer Zahl 3, die entweder ein Element des Tripels
{a—1,-Q2a+1),a+ 2} mit Nyqym(B8) = 2t + 1 oder ein Element der Liste L(t,«, [3) ist.

(In der Liste bezeichnet

M die Menge aller Werte t = c1 + c2iv/2 mit 21 + ¢ (24 ¢1) + 2(=11 4 ¢2)ep <0

und

M die Menge aller Werte t = c1 + 02(% + #) mit 2(6 4 5ca) > c1 + 2 + c1co + 3, wobei
c1,¢2 € 7 so gewdhlt werden, dass Rt < —%, St > 0 gilt.)
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H L(t,0,0) |
Diskriminante Niy/k(8) 16}
D=1 und
[t| > 6 und
; ; 144
' 6_{4 35’51’5 f ;’3% 2_(32(t1+_11)) {—(a+b), (1-b)a+1,ba—1+b}
—5 4 i, —4 + 34,
—4 42,4 +1}
D=1 und
1412
. {_!t2! i ;fﬁf& . 2+(32(’51+_12>)+ {—(a+1=b), ba+1, (1—b)a—b}
—242i, -3 +1}
D=1 und
. . 1-3¢
te_{lfzﬁ’gf;fh’ ? EQJEZ” {a+2-b,(1-b)a—1,—((2—b)a+1-0b)}
—1+3i, -2+ 2i}
D=1 und —(2+19)-
te{-1+5i,-2+4i, | -(2t+1)— {a+1-2b,—(2ba+1),(2b—1)a+2b}
—1 444, -2+ 3i} —7+11i
D=1 und 1+ 104 {—(a—2b), (1 +2b)a+ 1, —(2ba + 1 + 2b)}
t=—1+5i 3—8i {41 —4b, —(4ba + 1), (4b — 1) + 4b}
It = /26 9 —4i {—(a®+ (4 — 5b)a — 1 — b),
(4 —4b)a® + (2 — Bb)a — 1,
(1+0b)a®+ (6 — 3b)a + 4 — 4b}
D=1 und 6 — 61 20 +1-b,—(1+b)a+2),—((1 —b)a—1—-0)}
t=—2+4i 6—i {a+2-3b,(1—3b)a—1,—((2—3b)a+1—3b)}
It| =25 4 — 5i {a? + (2 = 3b)a — b, —((1 — 2b)a?® — 3ba — 1),
—(ba® + (2 = b)a+1—2b)}
D=1 und
t=-3+3i 5+ 61 {a4+3—-2b,(2—2b)a—1, —((3—2b)a+2—2b)}
It| = 3v2
D=1 und 1—8i {a? + (3 —2b)a — b, (b—2)a® + (2b — 1)a + 1,
t=—1+4i —(ba? +3a +2 —b)}
It| = V17 oder {—(a? +4a —b), (3 +b)a® + 2a — 1,
ba? + (4 + 2b)a + 3 + b}
2 — 6i 20 +1-b,—((1+b)a+2),—((1 —b)a —1—1b)}
3—4i {a?+ (1 =3b)a+1,(1+3b)a® + (1 + 3b)a + 1,
a? + (14 3b)a+ 1+ 3b}
2 — 3 {a+1—3b,—(3ba + 1), —((1 — 3b)ar — 3b)}
1—6i {a —2b, —((1 + 2b)a + 1), 2bax + 1 + 2b}
1+4i {—(a®+ (1 —3b)a — b), —(2ba® + (1 + 3b)a + 1),
ba? + (1 —b)a — 2b}
5 — 6i {a? +2a —b,—((1+b)a® - 1),
—(ba® + (2+2b)a+1+b)}
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H Lt 0, 8) |
D=1und | 6—2i {204+1-b,—((1+b)a+2),—((1 —b)a—1-0)}
t=—-2+3i | —3—4i {a® + (3 —2b)a +2,2ba® — (1 — 2b)a + 1,
It| = V13 202 + (14 2b)a + 2b}
3+2i {a+2—2b,(1—2b)a—1,—((2—2b)a+1—2b)}
3 {a? + (2 = 2b)a — b, (b — 1)a® 4 2ba + 1,
—(ba® +2a+1—1b)}
D=1und | 1—6i {—((1+2b)a® + (3+b)a+1),(1 —b)a®+ (1 — 3b)a — 1 — 2b,
t=—1+3i —(a® = (1+b)a—1+0b)},
t| = V10

2—2

2—-51

4+

3—21

{—(a? —ba —1+0b),—(2ba® + (2 + b)a + 1),
(1—b)a? + (2 — 3b)a — 2b},
{—(a®+ (2+b)a+1-0b),2ba% +ba —1,—((1 — b)a® — 3ba — 2b)},
{—(a®+ (2= 5b)a — 2 —b), (3 — 4b)a® — 5ba — 1,
(24 b)a? + (6 — 3b)a + 3 — 4b},
{—(@®>+ (3+b)a+2),ba’+ (1 +ba—1,—(2a% + (1 —b)a —b)}
oder {—(a? + (6 4+ 2b)a + 5),2ba® + (4 + 2b)a — 1,
—(5a2 + (4 — 2b)a — 2b)}
{20+1-b,—(1+b)a+2),—((1-ba—1-0)}
oder {—((2—2b)a—1—-0),3—-b)a+2—-2b,—((1+b)a+3—0)}
{3a42—b,—((1+b)a+3),—((2—b)a—1—b)},

{—(a® - (1+2b)a —1+b), —((1 4+ 3b)a? + (3 +2b)a + 1),
(1—-b)a? + (1 —4b)a — 1 — 3b},
{—(a®+3a—0b),(2+b)a®+a—1,ba® + (3+ 2b)a + 2 + b},
{—(@®+3a+T7-b),—((56-ba?®—a+1),
—((7=b)a® + (11 — 2b)a + 5 — b)},

{a? + (3 —2b)a —b,(b—2)a?+ (2b — 1)a + 1, —(ba? + 3a + 2 — b)},
{2a% + (2 — 5b)a — 2 — 2b, —((2 — 3b)a® — (2 + 5b)a — 2),
—((2+2b)a* + (6 — b)a+ 2 — 3b)}
oder {—(2a2 + (3 — 4b)a — 2 — b), (3 — 3b)a® — (1 + 4b)a — 2,

(24 b)a? + (7 —2b)a + 3 — 3b}
{fa+2-b(1-ba—1,—(2=ba+1-0b)},
{—((4 +5b)a + 2 — 2b), (2 4 Tb)a + 4 + 5b, (2 — 2b)ar — 2 — Th},
{a? +b,(1 +b)a? + 2a + 1,ba? + 2ba + 1 + b},
{a? + (1 —2b)a —1+b,—((1 —3b)a? — (1+2b)a — 1),
—((1—=b)a® + (3 —4b)a+1—3b)},
{a® + (1 —=2b)a+ 1, (1 +2b)a® + (1 + 2b)a + 1,
o + (1 +2b)a + 1 + 2b},
{—(2a2 + (2 — 4b)a — 2 — 1), (2 — 3b)a? — (2 + 4b)a — 2,
(24 b)a? + (6 — 2b)a + 2 — 3b}
oder {—(2a2 + (4 — 5b)a — 2 — 2b), (4 — 3b)a? — 5ba — 2,
(24 2b)a® + (8 — b)a + 4 — 3b}
{—(a = 2b), (1 + 2b)a + 1, —(2ba + 1 + 2b)},
{a? = (2+ba+b,(3+2b)a®+ (4+b)a+1,
ba? + (2 + 3b)a + 3 + 2b}
oder {—(3a2 + (3 — Tb)a — 3 — b), (3 — 6b)a® — (3 + Th)a — 3,
(3 +b)a?+ (9 — 5b)a + 3 — 6b}
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H L(t,0,0) |
D=1 und
t=—2+2i 3—4i {a?+20—1—-b,—((2+b)a® —1),
t| = 2v/2 —((1+b)a®+ (4+2b)a+2+b)}
D=1 und —1+4 {8a+2—-b,—((1+ba+3),-((2-ba—-1-0)},
t=—1+2i {a? +b,(1 +b)a? + 2a + 1,ba? + 2ba + 1 + b}
it =5 oder {a? — (1+b)a+b,(2+2b)a? + (3 +b)a + 1,
ba? + (1 + 3b)a + 2 + 2b}
2431 {—(a—1-0),2+b)a+1,—((1+dba+2+0b)}
oder {—(202 + (4 — 3b)a — b), (2 — 2b)a? — 3ba — 2,
ba? + (4 — b)a +2 — 2b}
24 2i {200+ 1 —b,—((1+b)a+2), —((1 — b)a — 1 — b)}
D =2 und 24/3i
L2 (9t 1) + B B v
te M 18 - 7v3) {—(a+1-0),ba+1,(1—b)a—b}
D =2 und
t e {—1+4iV2,
—4 + 3iv/2,
—3 4 3iV2, -
—2+3iv2, | =R +1) - e _
14303 184 7v20) {—-(a—=0b),Q1+ba+1,—(ba+1+0b)}
—4 + 202
—3 4 2iV/2,
—2 4 2iV/2,
—1 4 2iv/2}
D =2 und {a®+ (2 —2b)a —b,(b—1)a? + 2ba + 1,
t=—2+3iv2 3—6iv/2 —(ba® +2a +1—b)}
|t = V22
D =2 und 3 —4iv/2 {a+1—2b,—(2ba+ 1), (2b — 1) + 2b}
t_‘t‘_i%‘/ﬁ 5+3iv2 {—(5a —b), (5 +b)a+5,—(ba + 5+ b)}
D =2 und
t=—242i/2 3+2iv/2 {a+2—b,(1-b)a—1,—((2—b)a+1-0b)}

1t = 2V73
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H L(t,0,08) |
D =2 und 1 —4iv2 {—(a®+ (4+ba+3),ba’® + (2+b)a — 1,
t=—1+2iV2 —(3a? + (2 —b)a —b)},
It| =3 {ba? + (3 + 3b)a + 4 + b,
(1—b)a? — (3+b)a+b,
(4+0b)a®+ (5 —b)a+1—1b}
oder
{ba® + (2 + 4b)a + 3 + 2,
(1—b)a? — (2+2b)a +b,
(3+2b)a® +4a+1—b}
4+ 2iV/?2 {2a+2—b,—(ba+2),—((2 — b)a— b)}
oder {—((2 —b)a? + (2 — 3b)a — 2 — b),
(2—0b)a? - (2+b)a—2+b,
(2+b)a? + (6 — b)a +2 — b}
1—iv2 {4a+3 = b, —((1 + b)a + 4),
—(B—bja—-1-0b)}
5—iv2 {3a+2—b,—((1+ba+3),
—((2=ba—-1-b)}
3—1iv2 {a+2-b,(1-ba—1,—((2=ba+1-0)},
{2a4+1—-b,—((1 +b)a+2),
—((1=b)a—1-Db)},
{a? +2a —b,—((1+b)a® - 1),
—(ba® + (2+2b)a+1+0b)}
oder {a® + (1 —b)a+1,(1+b)a?® + (1 +b)a + 1,
o+ (1+b)a+1+0b}
2iv/2 {—(2a—b),(2+b)a+2,—(ba +2+b)}
1+ 2iv2 {?+a+1,62+a+1,a>+a+1}
oder {—(a? + (2 — b)a + 1), —(ba? + ba + 1),
—(a? +ba+b)}
5+1iv2 {—((1 = b)a? — 3ba — 2 — b),
(1—b)a? - (2+b)a—1+b,
(2+b)a? + (4 —b)a+1—b}
D=3und 150,09y 1 {a+14bba—1,—((1+4b)a+b)}
t e M, 2 2 ) ’
D=3 und | 32t+1)+1 {a—b,—((1+ba+1),ba+1+b}
t#A—Lpiy3 | 2l 33 {—(a+1—b),ba+1,(1 —b)a— b}
D =3 und

[t| > 2

2t+1 3iV3
7 T 72

{—(a+0b),1-ba+1,ba—1+0b}

20
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I L(t, o, B) |
D=3 undf 3—;\/3(2;;1)+ {—(a+1—2b),2ba + 1, —((2b — 1)x + 2b)}
tE{ 2+72 +11+E2)z3
—2 4 3iv/3, —3+;—V5(2t'jL - | {a+2-2b(1—2b)a—1,—((2—2b)a+1—2b)}
—1+3iV/3, — 1193
—§ 45 e {la+1=0) (ba+1)% ((1 = b)a - b)*}
_3 4 513
T, 5iva
—3 T
—2 4 2iV/3,
—1 + 2iV/3}
D =3 und {—(a® + (4 — 4b)a — 1),
t=—1+3iV3 19 4 513 —((3b— 3)a? + (4b — 2)a + 1),
It| = 2/7 ba? — (2b — 4)a + 3 — 3b}
D =3 und {202 + (4 — b)a — b, —(2a? — ba — 2),
— 5453 4-5iV/3 —(ba® + (4 +b)a+2)}
t| =5
D =3 und
t=—-3+2iV3 17 _iy3 {a+5—3b,(4—3b)a—1,—((5—3b)a+4—3b)}
[t = v21
D =3 und 1 —4iv3 {a+4—4b,(3—4b)a —1,—((4 — 4b)a + 3 — 4b)}
t=—3 453 7—3iV3 {a+3—3b, (2—3b)a—1,—((3—3b)a+2—3b)}
It = V21 8 —iV3 {a+3—4b,(2 —4b)a — 1, —((3 — 4b)a + 2 — 4b)}
2+ 3iV/3 {—(a® + (4 —3b)a —b), (3 — 2b)a® + (2 — 3b)a — 1,
ba® + (4 — b)a + 3 — 2b}
54 4iV/3 {—(a®+ (4 — 4b)a + 1), (2 — 4b)a® + (2 — 4b)a — 1,
—(a? — (2 —4b)a — 2 + 4b)}
D =3 und —4 {a® + (3 —4b)a+1—2b,(20 — 1)a? + (4b — ) + 1,
t=—14 53 —((2b—1)a® + a + 1 — 2b)}
t| = /19 4/3i {a+2-3b,(1-3b)a—1,—((2—3b)a+1—3b)}
4 —3V3i {a+2—4b, (1 —4b)a — 1, —((2 — 4b)a + 1 — 4b)}
44 3v/3i {—(a+3—4b),—((2 — 4b)a — 1), (3 — 4b)a + 2 — 4b}
-5 {a? + (4 — 4b)a — b, (3b — 3)a? + (4b — 2)a + 1,
—(ba? — (2b — 4)a + 3 — 3b)}
8 {a? 4+ (4 —6b)a— 1 — b, (5b — 4)a® + (6b — 2)a + 1,
—((b+1)a® — (4b—6)a +4 — 5b)}
D =3 und 6+z’f {a+3—2b,(2—2b)a—1,—((3 —2b)a + 2 — 2b)}
t=—-2+42iV3 L 3iY5 {a+3—3b,(2—3b)a—1,—((3—3b)a+2—3b)}
It = 4 I_ ?’Zf {a+4—3b,(3—3b)a—1,—((4—3b)a+3—3b)}
5 _ 343 {a®+ (3= 2b)a— b, (b—2)a® + (2b— Do + 1,

—(ba® +3a+2—b)}
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H Lt 0, 8) [
D =3 und 1 —4iV/3 {a? + (2 — 2b)a + 1,2ba2 4 2ba + 1, a? + 2ba + 2b}
t=—1+2iV3 —%—%\/g {a? 4+ (2= b)a+1,ba? + ba+1,a% + ba + b}
It = 13 9433 | {1 —2b)a—1—b,—((2—b)a+1—2b),(1+b)a+2—b}
9 33 | (1 —2b)a— (3+3b)a—1—b,3a2+ (5—b)a+ 1 —2b,
—((14+b)a? — (1 +b)a —3)}
5—2iV/3 {a+3—2b,(2—2b)a—1,—((3 —2b)a+2 — 2b)}
5+ 2iV3 {?+a+1,a®>+a+1,a2+a+1}
e {a+2-3b,(1-3b)a—1,—((2—3b)a+1—3b)}
1y 313 {—(a+3—3b),—((2—3b)a— 1), (3 — 3b)a + 2 — 3b}
—13 33 {2+ (1 +ba+1,(1—b)a?+(1—ba+]l,
a?+(1-b)a+1-b}
oder {a? + (3 —2b)a+4 — b, (2 +b)a?® — (1 — 2b)a + 1,
(4 —b)a? + ba + 2 + b}
1y 313 {2+ (1+b)a+1—b(1-20)a%+(1-ba+l,
(1—b)a? + (1 —3b)a+ 1 — 2b}
1 _ 313 {a® + (3+3b)a + 2 — 2b, —(5ba? + (1 + 3b)ar — 1),
(2 —2b)a® + (1 — Tb)a — 5b}
B33 | fa2 4 (4—5b)a—1—b,—((4—4b)a? + (2 — 5b)a — 1),
—((1+b)a® + (6 — 3b)a + 4 — 4b)}
1Ly 5is {(a = )%, (1 +b)a+1)% (ba+ 1 +b)%}
oder
{—((1 +b)a® + (7 — 3b)a + 6 — 5b),
ba® + (5 —5b)a — 1 — b,
—((6 — 5b)a? + (5 — Th)ar — b) }
D=3 un 2+ 3iV/3 {a+3—2b,(2—2b)a—1,—((3 —2b)a+ 2 — 2b)}
t=—34+33 | 549i\/3 {a+2—2b(1—2b)a—1,—((2—2b)a+ 1 —2b)}
t| = /13 4+1iV3 {a+4—2b,(3—2b)a—1,—((4 —2b)a+ 3 — 2b)}
4 {(a+1-=10)2% (ba+ 1) ((1 — b)a — b)?}
D =3 und 2-3ivV3 | {a®?+ (B -ba+2,ba®— (1 —-b)a+1,20° + (1 +b)a + b}
t=—3 4 303 oder {202 + (3 — 2b)ar+ 1 — b, ba® + (1 + 2b)or + 2,
lt| =3 (1 -b)a? — a+ b}
1—3iv3 {a®’+a+1,a®2+a+1,a2+a+1}
oder {a? + (3 —b)a+ 2+ b,2ba? — (1 — b)a + 1,
(2 4+ b)a? + (1 + 3b)a + 2b}
2 +ivV3 {a+2—2b,(1-2b)a—1,—((2—2b)a+1—2b)}
3iv/3 {(1—-2b)a—1—b,—((2—b)a+1—2b),
(1+b)a+2—0b}
oder {(4 —2b)a—1—b,—((5b —b)a+ 4 — 2b),
(1+b)a+5—b}
4 —i/3 {a+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1) + 20},
{a? + (2 = b)a+ 1,ba® + ba + 1,a% + ba + b}
oder {a® + (3 —b)a+1,—((1 = b)a?® + (1 — b)a — 1),
a?—(1-b)a—1+b}
—2+2i/3 {(a=b)% (1 +b)a+1)% (ba+1+b)?}




—4 4+ 27, -3 + 2iV7,
—2 4 2iV/7, -1+ 2iV/7,

3
2+3§ 3\f
2+ 7 , 2+ T

3“[ 3+zf

—2—|—zf}

3'f
2+ :

)

LT (91 4 1)+

13—iV/7
HIA

(—(a+2-b),(1-b)a—1,(2—b)a+1—b}
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L(t,a,b) |
D:3un\df 1y 33 {a+3-b(2—-bja—1,—(3—b)a+2—0b)}
34 3 1— D2, (1 = b)a —
) = V7 3 4 3 {(a+1-0)% (ba+ 1) ((1 —b)a — b)"}
D =3 und T_ i {a+3-b,2-ba—1,—(3-ba+2-1b)}
t :’;1_—’_2“/5 S+ 3i%/§ {a?+(2—-b)a+1,ba®+ba+1,a?+ba+b}
D =3 und
t=—3 4043 1+14V3 {—(a+3-b), —((2—b)a—1), (3—b)a+2—b}
[t =3
D =5 und 1 —4iv/5 {a—1,-(2a+1),a +2}
t=—1+2iV5 oder {a = b,—((1+b)a+1),ba + 1 + b}
It| = V21 4 —3iV/5 {a+1—-b,—(ba+1),—((1—b)a—0b)}
D =5 und
t=—-14+1iV5 2+t4+7 {a?+a+1, a2 +a+1,a?+a+1}
[t =6
D =6 und 1—2iv6 {a—1,—-(2a+1),a + 2}
t=—-1+iV6 oder {a? + 2a + 2,02 + 1,202 + 2a + 1}
it =7 1—iv6 {a’+a+1,a®2+a+1,0®>+a+1}
D=7 und
t = {—1+3z’ﬁ,
7 i/ 7
—5+2 f? 2T %[7
3T s

D=7 und
te{—14 57

—2 4 2iV/7, -1+ 2iV/7,

1=ivT (94 4 1)—

{—(a—b),1+ba+1,—(ba+1+b)}

7§+3i\ﬁ 7§+M _ 134+4V7
2 2 02 2 2
L 3T VT
—1+iV7}
D’t:’ 7 und 9% +1—i2V/7 {—(a+1-b), bat1, (1—b)a—b}
D =17 und 6 — V7 {a+2—-2b(1 - 2b)a—1,
t=—3 437 —((2 = 2b)a + 1 — 2b)}
It| = 3v2 5 —2i\/T {a+3—2b,(2 —2b)a — 1,
—((3 —2b)ar +2 — 2b)}
1+ 2iV7 {—(a®+ (3 —2b)a+ 1 —1b),

(1-b)a?+ (1 —2b)a— 1,
—((1=ba?—a—-1+b)}
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H Lt 0, 8) |
D=7und |1-2iV/7 {a4+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1) + 2b}
t=—1 43T 11427 {—(+2—2b),—((1 = 2b)ar — 1), (2 — 2b)or + 1 — 2b}
It = 4 Ty 3T {(—2a+1-b),(1+ba+2(1-ba—1-—>b
T _ 57 {20042 —b,—(ba+2), —((2 — b)or — b)}
-3 {a®?+ (2 —-2b)a — b, (b—1)a? + 2ba + 1, —(ba? + 2a + 1 — b)}
-5 {a? + (3 —2b)a — b, (b—2)a? + (2b — D)a + 1,
—(ba? +3a+2—b)}
-7 {a? + (4 —2b)a — b, (b—3)a® + (2b — 2)a + 1,
—(ba® + 4o +3 —b)}
oder {(a+ 1 —b)2, (ba + 1)? oder ((1 — b)a — b)?}
D="T7und | 4+iV7 {a+3-0b,2-ba—-1,—((3—-ba+2—0b)}
t= 2417 5 {2+ (B -ba+1,—((1-ba?+(1-ba—1),
It| = V11 a? —(1—b)a—1+b}
D=7und |1-2ivV7| {(5-3b)a—2—b,—((7—2b)a+5—3b),(2+Db)a+7—2b},
t=—14+i/7 {(—(a*+a+1-b),—((1-ba’+a+1),
It = 2v/2 —((1=b)a? + (1 —-2b)a+1—10b)},
{—(@®+ (3—=3b)a—1-1b),(3—-2b)a®+ (1 —3b)a — 1,
(1+b)a? + (5 —b)a + 3 — 2b},
{—(a®?+ (4 —3b)a—2—1b),(5—2b)a® + (2 — 3b)a — 1,
(2+b)a? + (8 — b)a + 5 — 2b},
{30+ (4 — 2b)a+ 1 — b, ba® + (2 + 2b)a + 3,
(1—-b)a? — 2a + b},
{2-0b)a?+(3-3b)a—1-b—((2-ba?—(1+ba—2+D),
—((1+b)a?+ (5 —ba+2—b)}
oder {—((11 — 5b)a? — (2 + 3b)a — 6 + 4b),
—((7 4 2b)a® + (24 — 7b)a + 11 — 5b),
(6 — 4b)a® + (10 — 11b)a — 7 — 2b}
1+ 2iV/7

s
\

M_LOW
3R R

{3a+3—b,—(ba+3), —((3 — b)a — b)},
{3a—b,—((3+b)a+ 3),ba + 3 + b},
{(1—2b)a—1—b,—((2—b)a+ 1 —2b), (1 + b)a + 2 — b},
{Ba+6 —4b, (3 —4b)a — 3, —((6 — 4b)ax + 3 — 4b) },
{—(a®+2a—b),(1+b)a® —1,ba® + (2 + 2b)a + 1 + b},
{—(@®+2a+3+b),—((2+b)a+ 1),
—((3+b)a? + (4+2b)a+2+b)}
oder {—(ba® + (14 3b)a + 2 +b),

—((1=b)a® — (1 +ba+b),—((2+b)a®+ (3 —-ba+1-1b)}
{20+1-b0,—(1+b)a+2),—((1-ba—1-0)}
oder {—(2bac+ 1+ b),—((1 — b)a — 2b), (1 + b)av + 1 — b}
{200+ 2 —b,—(bar +2), —((2 - b)a — b)}
oder {—(2a —b),(2+b)a+2,—(ba +2 +b)}
{a®’+a+1,a®>+a+1,02+a+1}
oder {402 + (5 — 2b)a + 1 — b,ba® + (3 + 2b)a + 4,
(1—b)a? — 3a + b}
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L(t, o, ) H
D=7 und
t=—3 41 2+iV7 {(—(a+3—-b),—((2 = ba—1),
It = 2 (3—b)a+2 — b}
D =10 und
t=—1+1iV/10 t24t47 {a?+a+1,a?+a+1, 0?2 +a+1}
|t = V11
D =11 und
te {343/ 2L (2 41)+ (—(a+2—b),—((1—b)a—1),

S VAT N VAN
—2 +iV/I1, -1 +iV/I1}

+3(19—2iv/11)

(2—b)a+1—b}

be o1y T @D ), (14b)at 1, —(ba+14b)}
22 —2(19+2iv/11)
—1+iV11}
D =11 und
te {14 oI

—3 4 2iV11, —2 4 2iV/11,
—1 4 2iV/11, -1 + 3L
Ly AL 34 /T,
—2+iV/11, -1+ iV11}

(2t 41) — YL

{—(a+1-b),ba+1, (1—b)a—b}

D =11 und 1—2iV11 {20 +1—b,—((1 +b)a + 2),
t=—1+4/11 —((1=ba—1-0b)}
It = 2V3 oder
{20+ 4 —3b,(2 — 3b)a — 2,
—((4 — 3b)a+2 — 3b)}
—1_ayi {a?+ (2 - b)a+1,
ba? +ba+ 1,02 + ba + b}
4 +i/11 {®+a+1,®+a+1,a®>+a+1}
oder {—(2a2 4 (2 — 2b)a — 1 — b),
(1-b)a? — (2+2b)a — 2,
(1+b)a® +4a+1-b}
SR VAT {a®+(2=ba+2,(1+b)a?+ba+1,
202 + (2+b)a+1+b}
D =13 und
t=—14+14/13 t24t47 {a*+a+1, 0’ +a+1,a?+a+1}
|t =14
D =15 und 34iv/IE
t € {—2+ V15, ?ﬁ@t,“)* {—(a+2-b), —((1-b)a—1), (2—b)a+1—b}
~1+iV15) +3(25-3iV15)
D =15 und
t=—1+14/15 1+2iV/15 {—(a=b),(1+b)a+1,—(ba+1+b)}

[t =4
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l L(t, o, ) [
D =15 und
te{-3+38, | 22+1)- ~(a+1-b),ba+1, (1-b)a—b
e i /TE {—( ) , (1-b)a—b}
—1+14/15}
D =15 und
t = _%4_@ 3 {a®+a+1,a?+a+1,a’+a+1}
t]=2
D:19u\r}di 1 _ 319 {a+2—b(1—bla—1,—((2—b)a+1—0b)}
t=—1+iy/19 5 30
5 _ 3 1—b — —((1— _
] = 25 5 — 3 {a+1-b,—(ba+1),—((1-b)a—0)}
D =19 und -3 {20 +3—-0b,(1-b)a—2,—((3—=b)a+1—-0)}
t=—14 /1 2 {2 +a+1,a’+a+1,a2+a+1}
=5 4 {(@®+a+1)* (®+a+1)%(a® +a+1)%}
b=23, 3%; 35’3% und | 2 +t+7 {a?+a+1,a?+a+1,a?+a+1}
t=—5+"9
D =23 und V23 {a—1,—(2a+1),a + 2},
t=—4+ 002 {30 +2—b,—((1+b)a+3),—((2— bla—1-b)}
It =6 oder
{(5a+3—b,—((2+b)a+5),—((3—b)a—2—1b)}
542 | {2a+1-b—((1+ba+2),~((1-ba—1-b)}
3 _ w2 {—=(2a+2—b),ba+2,(2 — b)a — b}
D = 31 und iv/31 {a—1,—-(2a+1),a +2},
t=—1401 {(—~(Ba+2-1b),(1+ba+3,(2—ba—1->b}
It = 2v/2 oder

~
&
—

D= D=
~. .
B
_

[\

{—(50+ 4 — 3b), (1 + 3b)a + 5, (4 — 3b)o — 1 — 3b}
{20 +1—-b,—((14+b)a+2),—((1 —b)a—1—-10)}
{-Q2a+2-0b),ba+2,(2—-b)a — b}

{a? +a+2,2a2 +a+1,2a% + 3a + 2},

{a® +2a+ 2,02 + 1,202 + 20 + 1}
oder {(b+1)a® + (b+2)a +2,a% + ba + 1 + b,
202 — (b—2)a+ 1}

= 35,39,43,47,51, 55
und t = —% + i\?

24t47

{a’+a+1,a®+a+1,a?+a+1}

D =35 und
1, /35

2
=3

iv/35

{a—1,—-(2a+1),a+ 2},
{-Q2a+1-0),1+ba+2,(1-ba—1-10b}
oder {—(2a+ 2 —b),ba+2,(2 —b)a — b}
{(@®+a+1)2 (> +a+1)2% (a2 +a+1)?}
{a? +a+4,40% + a+ 1,4a% + Ta + 4}
oder {a? + 2a + 2,02 + 1,2a% + 2a + 1}
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Bemerkung 2.16 Die Mengen My und Ms bestehen also aus den folgenden Werten:

My = {1 +10iv/2, =5 + 9iv2, —4 + 9iv/2, =3 + 9iv/2, =2 + 9iv/2, —1 4 9i/2, —6 + 8i/2,
— 54+ 8iv2, =4+ 8iv/2, -3+ 8iv2, -2+ 8iv/2, =1 + 82, =T+ Tiv/2, =6 + Ti/2, =5 + Ti/2,
— 44 TiV2, =34 TiV2, =24 Tiv2, =14 Tiv/2, =T+ 6iv/2, —6 + 6iv/2, =5 + 6iv/2, —4 + 6iv/2,
—346iv2, -2+ 6iv2, —1 4 6iv/2, =7+ 5iv/2, =6 + 5iv/2, =5 + 5iv/2, —4 + 5iv/2, —3 + 5iv/2,
— 24 5iV2, —1 4 5ivV2, =T+ 4iv/2, —6 4+ 4iV/2, =5 + 4iV/2, —4 + 4i/2, =3 + 4iV/2, —2 + 4iv/2,
— 14 4iv2, =6 + 3iv2, =5+ 3iv2, =4+ 3iv/2, =3 + 3iv/2, -2 + 3iv/2, —1 + 3iv/2, —5 + 2i/2,
— 4422, -3+ 2iv/2, -2 + 202, —1 4+ 2iv/2, —1 +iV/2},

My = {—1 + 1553 34 7i\/3, 24 7i/3,—1 + Tiy/3, -9 + 1303 _ T | 130/3 5 4 1313
~ 313 1 BS54 6iy/3, —d+6iv/3, 3+ 6iv/3, 2+ 6iv/3, —1+6iy/3, — 13 + 1L/3,
— YU S AYE T AMYS B LS S LS U8 645iv3, —5+5iv3,
— 4+ 50v/3, —3+5iV/3, —2+5iv/3, 1+ 5iy/3, — B 4 93 L 9Y8 9 0B T 913
593 3 9B L 9B 7 1 45\/3 6+ 4i\/3, =5 + 4i\/3, —4 + 4iv/3, -3 + 4iV/3,
24 4iVE L iAo T T g T D g g
— LTS 74 3iy/3,—6+ 3iv/3, —5 + 3iv/3, —4 + 3iV/3, =3+ 3iV/3, =2+ 3iv/3, —1 + 3iv/3,
_§+5i%f 121+5zf 2_1_%7_%4_5i5/§,_%+5i§/§’_%+51f’ 2_1_51\/ —6 1+ 2iV/3,

— 54 2iv/3, —4+ 2i/3, 3+ 2i/3, 24 2i\/3, —1 +2iy/3, — 13 4 33 1L 3VS 9 4 3iv3
g+3if, S43y3 34303 5403, —4+iV3, —3+iV3, —2+iv/3, —1+iv/3, — L+ 12,
+M_, zf 2+M_, M_, zf}

9 Y I )

Bemerkung 2.17 Im Fall D = 2 gilt fiir alle t € {—1410iv/2, =5+ 9iv/2, —7 4+ Ti\/2, -7 +
4i\/2,—5 + 2iv/2}, dass |Nia) k(@ = 1)| = |Ni(ayp(a + 1 = b)| = [2t + 1|, aber keine der

Kongugierten von a+1—0b ist zu einer der Konjugierten von a—1 assoziiert, da der Quotient
Ni(a)/k(a+1-b)

Ni()/k(@—1) kein Element von Zj, ist.

Fiir Rt = —% erhilt man aus Satz 2.15 das folgende Resultat:

Korollar 2.18 Fiir alle t mit Rt = —%, St >0 undt # —% M impliziert
[ Niay/e(V)| < 128 + 1,

dass v entweder zu einer ganzen Zahl in Zj assoziiert ist oder folgendermaflen geschrieben
werden kann:

v = npa’(a +1)"

mit einer Einheit p von Zy, b1,by € Z und einer Zahl 3, die entweder ein Element des Tri-
pels {a—1,—(2a+1),a+2} mit Niq)/k(8) = 2t+1 oder ein Element der folgenden Liste ist.
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I L(t, 0, 0) |
H Diskriminante ‘ Nia)/k(8) ‘ 16} H
D =3 und
te{—g+ 100

2 9

_%+ 9i\/§7_%+ 7iV/3

2

2

1 13:v3 1 11:v3
R R R

)

1, 5iv/3 1 iv3
R R

{a+1+b,ba—1,—((1+b)a+b)}

D =3 und
tg {—L 4503 W32t +1)+ 1 {a—b, —((1+b)a+1),ba+1+b}
3+
D =3 und 241 _ 3iy5 {—(a+1—=b),ba+1,(1 — b — b}
t# -1 403 24l 305 {—(a+b),(1—b)a+1,ba—1+b}
D =3 und 5+ 6iv/3 {—(a+1-2b),2bac+ 1, —((2b — 1) + 2b) }
t=—14 T3 5— 6iv/3 {a+2—2b,(1—2b)a—1,
t| = /37 —((2—2b)a+1—2b)}
~12 {(a+1=0)2 (ba+ 1)2,((1 — b)a — b)?}
D =3 und —4 {ao—b,—((1+b)a+1),bav+ 1+ b}
t —%—i—% oder{a® + (3 — 4b)a + 1 — 2b,
t| = /19 (2b — 1)a® 4+ (4b — 1)a + 1,
—(2b—1)a?+a+1—2b)}
2+ 3iv/3 {—(a+1—2b),2bac + 1, —((2b — 1) + 2b)}
2 —3iV/3 {a+2—-2b,(1 - 2b)a—1,
—((2—2b)a+1—2b)}
—4i\/3 {a+2—3b,(1—3b)a—1,
—((2—=3b)ar+1—3b)}
4 —3i\/3 {a+2—4b,(1 —4b)a — 1,
—((2 —4b)a+ 1 — 4b)}
4+ 3iV/3 {—(a+3—4b),—((2—4b)a — 1),
(3 — 4b)a + 2 — 4b}
-3 {(a+1-5)2 (ba+1)% ((1—b)a —b)?}
-5 {a? + (4 — 4b)a — b,
(3b—3)a? + (4b — 2)a + 1,
—(ba? — (2b — 4)a + 3 — 3b)}
8 {a® + (4 —6b)a — 1 — b,
(5b — 4)a? + (6b — 2)a + 1,
—((b+1)a?® — (4b— 6)a + 4 — 5b)}
ti:gf?df 2 +1— 2iV/7 {—(a+1-0b),ba+1,(1 — b — b}
D =7 und 11-2iv7T | {a+2-b(1-ba—-1,—(2-ba+1-0b)}
t=—14 5047 11+ 2iV/7 {—(a—b),(1+ba+1,—(ba-+1+b)}

t| = 211
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H Lt B) |
D =17 und 4407 {—(a—b),(1+b)a+1,—(ba+1+0b)}
t=—1 43T | 4T {a+2-b(1—ba—1,—(2-ba+1—0b)}
[t| = 4 1—2iV7 {a+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1) + 2b}
1+2iV7 | {—(a4+2—2b),—((1 —2b)a—1),(2 —2b)a + 1 — 2b}
e {~(20+1-b),(1+b)a+2,(1—ba—1-b}
T _ 5T {2a+2— b, —(ba+2), —((2 = b)a — b)}
-3 {a?+ (2 —2b)a—b,(b—1)a? + 2ba + 1,
—(ba? +2a+1-1b)}
-5 {a® + (3 —2b)a — b, (b—2)a® + (2b — 1)a + 1,
—(ba® +3a+2—-10b)}
-7 {a? + (4 — 2b)a — b, (b — 3)a® + (2b — 2)a + 1,
—(ba® + 4o+ 3 —b)}
oder
{(a+1-0)2 (ba+1)% ((1—b)a—b)?}
D =11 und {a—1,-(2a+1),a+2}
t = _% + 512@ 5iv/11 oder
It = V69 {—(a+1-0),ba+1,(1 —b)a — b}
D =11 und 2iv/11 {—(a+1-b),ba+1,(1 —b)a — b}
t=—1 43I | 74 9 /11 {=(a@=b),A+ba+1,—(ba+1+b)}
It| = 7 —2iV/11 {a+2-b,(1-ba—-1,—(2-ba+1-0b)}
D =15 und {a—1,-(2a+1),a+ 2}
t = _% + 3i\2/ﬁ 3’l\/ﬁ oder
It| = V34 {—(a+1-=0b),ba+1,(1—b)a— b}
D =15 und
t=—14 /00 3 {e*+a+1,a®+a+1,a?+a+1}
=2
D =19 und -3 {20 +3—-b,(1-b)a—2,—((3—=b)a+1—-0)}
t=—14 /19 2 (e +a+1,2+a+1,02+a+1}
t| =5 4 {(@®+a+1)% (@ +a+1)2 (a®+a+1)%}
D =23 und iv/23 {a—1,-2a+1),a+2},
t=—F4 28 {30 +2—b,—((1+b)a+3),—((2—bla—1-b)}
it =6 oder {ba+3—b,—((2+b)a+5),—((3—b)aa—2—b)}
3 4 /2 {20 +1—b,—((1+b)a+2),—((1 —b)a —1—b)}
3 _ /28 {—(2a+2—b),ba+2,(2 — b)a — b}
D =31 und iv/31 {a—1,—(2a+1),a + 2},
t=—14 031 {(—~(Ba+2-b),(1+ba+3,(2—b)a—1—0b}
It = 2v/2 oder {—(5a + 4 — 3b), (1 + 3b)a + 5, (4 — 3b)ar — 1 — 3b}

s
%
—

DN DO
. .
£
=

[\

{2a+1-b,—((1+b)a+2),—((1 -ba—-1-0)}
{-Q2a+2-1b),ba+2,(2—-b)a— b}
{a? +a+2,202 +a+1,2a% + 3a + 2},
{a® +2a+2,0% +1,20% + 20+ 1}
oder {(b+1)a® + (b+2)a +2,a% + ba + 1 + b,
202 — (b—2)a+ 1}

29
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I Lt B) |
D = 35 und iv35 {a=1,—2a+1),a+ 2},

t=—14 035 {—2a+1-1b),(1+ba+2,(1—ba—1-—0b}

[t| =3 oder {—(2a+ 2 —b),ba+2,(2 — b)a — b}

-2 {?+a+1,a®2+a+1,a2+a+1}

4 {(@+a+1)%(@®+a+1) (@®+a+1)%}

-5 {a? +a+4,40% + a + 1,4a% + Ta + 4}

oder {a? + 2a + 2,02 + 1,202 + 2a + 1}

D =39,43,47,51,55 | 1o | 4 | o {a?+a+1,0®+a+1,a*+a+1}

undt:—%—i—@

30



Kapitel 3

Annihernd losungsfreie Mengen der
relativen Thue-Gleichung

3.1 Einleitung

Wie bereits im Kapitel 1 gezeigt wurde, ist das Losen der Thue-Gleichung (1.1) dquivalent zum
Berechnen aller Werte v, die die Ungleichung [Ny /k(7)| < |2t + 1] erfiillen. Alle Elemente
mit kleiner Norm wurden bereits im vorigen Kapitel berechnet, nun kann mit diesen Werten

die Thue-Gleichung geltst werden. Zu diesem Zweck wird im folgenden eine obere Schranke
fir |Ag] = [log | 2537 | — log | 2=20

0% J all) —ald
dann gemeinsam mit bestimmten Bedingungen an (z,y) € Zi dazu verwendet, Losungen
(z,y) der Thue-Gleichung (1.1) zu finden. In Kapitel 4 wird dann untersucht, ob es unter
den (x,y) € Z2, die diese Bedingungen nicht erfiillen, ebenfalls Lésungen der Thue-Gleichung

(1.1) gibt.

Einige einfithrende Bemerkungen iiber den rational-ganzzahligen Fall

‘ mit 79 = 2 — oDy berechnet. Diese Schranke wird

Im rational-ganzzahligen Fall konnten Mignotte, Peth6 und Lemmermeyer [11] mithilfe von
Kettenbriichen Eigenschaften bestimmen, die die Losungen (x, y) der Thue-Gleichung erfiillen
miissen. Dabei verwendeten sie die Kettenbruchentwicklung der Nullstelle A von

fule) = 2% — (n— 1)a® — (n+ 2z — 1

mit ganzzahligem Parameter n. Sie konnten zeigen, dass fiir eine Losung (z,y) € Z? der
Gleichung

|Fo(z,y)| = |2° — (n — D)2’y — (n+2)zy® — | =2n + 1 (3.1)
X 1
_ A < —
y ' 2y

gilt, wenn n = 1,|y| > 8, n = 2,[y| = 6 oder n > 3, |y| > 5 ist. In diesen Féllen ist 7 eine
Konvergente von A. Weiters bewiesen sie, dass bis auf einige Einzellosungen alle Lésungen
der Gleichung (3.1) Konvergenten von A sein miissen.

Das Konzept der Approximation von reellen Zahlen durch rationale Zahlen durch sogenannte
Farey-Briiche bzw. Farey-Intervalle wurde von A. Schmidt (siehe etwa [12], [13], [14], [15]) auf



KAPITEL 3. ANNAHERND LOSUNGSFREIE MENGEN 32

gewisse imaginir-quadratische Zahlkérper Q(v/—D) verallgemeinert. An die Stelle der Farey-
Intervalle treten dann zweidimensionale geometrische Figuren wie Farey-Dreiecke (kurz FT),
Farey-Rechtecke (kurz FQ) oder Farey-Hexagone (kurz FH) mit den Eckpunkten % in Z,
¢; # 0, j = 1,..n (abhéngig von der Figur). Mit diesen Figuren lésst sich dann eine Kette
FPO FpPW) . bilden, sodass FP™Y ein FT, FQ oder FH ist und FP"+Y) ¢ FP™) gilt.
Man kann dann zeigen, dass jedes £ € C , ¢ € Q(v/—D) in so einer Kette enthalten ist und

(n)

lim,, o0 p{—m = ¢ fiir alle j gilt (Konvergenten).
q.

Diese Verjallgemeinerung ldsst sich hier i.a. jedoch nicht anwenden, um die Losungsmenge
(z,y) € Z} der Thue-Gleichung (1.1) einzuschréinken, da die genannten Approximationsre-
sultate von Schmidt nur fiir die Diskriminanten D = 1,2, 3,7, 11 erzielt werden konnten. Wir
mussten daher eine andere Vorgangsweise wéhlen.

3.2 Eine obere Schranke fiir |z/y — a9

Es wird nun eine obere Schranke fiir ‘x Jy — oa(j)‘ ermittelt, die dann dazu verwendet wird,
eine obere Schranke fiir |A;| zu ermitteln.

Sei j € {1,2,3} so gewihlt, dass

D= min WO = i NG 9
Akl le?llg}g}l’v | ler{rllg}g}lw aVy| (3:2)

gilt. Sei Dy, = HKj(a(i) — al9))? = (2 + t 4+ 7)? die Diskriminante von f;. Dann gilt

AN e\t G2 NORS NORS
Y Y fy(JJF ) 7(J+ ) f)/(JJF )

Dies lisst sich durch Einsetzen von vU) = 2 — Wy leicht nachrechnen. Nun wird das folgende
Hilfsresultat verwendet.

Lemma 3.1

z
max (1 — 2’1) (1 — 22) (1 — 2) ‘ = 3\/5.
21,22€C 21

|21|<1, |22|<1, |22|< 21

Beweis Sei g(u,w) := (1 —u)(1 —w)(1 — vw) und M := max|,<; [g(u, w)|.

[w|<1
Da |g(_1+Ti*/§, _1%“6” = 3/3 gilt, folgt daraus M > 3v/3. Um die umgekehrte Ungleichung
zu beweisen, seien

A={z:]z] <1}n{z: |1 -2/ <1} und B:={z:]z| <1}\A

Fall 1: {u,w,uw} N A # (). Dann existiert ein z € {u,w,uw} N A fiir das [1 — z| < 1 gilt,
sodass sich [g(u,w)] <1-2-2 =4 < 31/3 ergibt.

Fall 2: {u, w,uw}NA = . In diesem Fall seien u := pe® und w := oe’¥ die Polardarstellungen
von u und v. Da u,w und uw nicht in A liegen, wird der Abstand dieser Punkte zu 1 nicht
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kleiner, wenn p oder o grofler werden. Darum muss p = ¢ = 1 sein, um das Maximum zu
erhalten. Da |1 —u| = 2|sin £|,|]1 —w| = 2| sin%\ und |1 —uw| = 2|sin #[ gilt, kann man in

diesem Fall

lg(u,w)| <8 max singsin%singp—‘_w

T pabptye(E,5E) 2 2 2

schreiben. (p,1,¢ + ¢ € {%,3%} implizieren |g(u,w)| < 4, da in diesem Fall |1 — u| =
1,|1 —w| =1 oder |1 —uw|=1 gilt.)

Seien o := 4, f:= 5 und h(a, ) := sinasin Bsin(a + 3).

Fiir die relativen Maxnna von h(a, ) gilt 9% =0, d.h. cosasin(a + ) +sina cos(a+ 3) = 0
oder —tan(a + ) = tana (cosa # 0). Falls cosa = 0 ist, gilt auch cos(a + 3) = 0, und es
ergibt sich ein Widerspruch. Auflerdem gilt % =0, d.h. cos Bsin(a+ ) +sin fcos(a+ ) =0
oder —tan(a + ) = tan 3 (cos B # 0). Falls cos = 0 ist, gilt auch cos(a + ) = 0, und man
erhélt einen Widerspruch. Deshalb gilt tan o = tan § = — tan(a+0). Da «, 5, a4 € (” 5”) ,
a=f=m~—(a+p)gilt, folgt, dass a« = 3 = § und ¢ = = 2§,wasu—w: *12“[
entspricht. Deswegen erhiilt man M = 3/3. ([

Sei (z,y) eine Lésung der Thue-Gleichung (1.1) und 70 = 2 — a9y, Nun kann Lemma 3.1

auf (3.3) mit der Wahl z; = (; +)1) und 29 = zj(i)2> angewendet werden. Man erhélt
() (@) (G+1)
2l v gl _
‘ (1 B 7(j+1)> (1 a 7(j+2)> (1 a fy(j+2)> | =3V3
'y(J-"l)

o) 4
Daraus folgt \th\ =2+ t+T72< ‘ ‘7(];2)

14
‘% und verwendet die Ungleichung

(3v/3)2. Multipliziert man diese Unglei-

7(J+1)

chung mit ’

| Ni(ai(79)] = DTV [ 0F2)] = e,

so ergibt sich

1/6
. ( (38v3)*J¢[* ) 1 5.0

[t2 + ¢+ 72 \y|2

g
Y

unter der Bedingung, dass [yU*1| < |[yU+2)| gilt. Ist die umgekehrte Ungleichung giiltig, so
fithrt eine analoge Argumentation zum gleichen Ergebnis.

Mithilfe von |[¢| < |2t+1] und der Dreiecksungleichung ergibt sich fiir |¢| > 6 unter Verwendung
von

4 4 2 2
/] - 2t+111 ], 27 1 Coi|y 2T 1
[2+t+72 ~ |2 4+t+7]2 482 4t47 4 2 -1t -7
aus (3.4) die folgende Ungleichung
1/6 1/3
W _ (BB |y 2 1 P
y [2+t+7? ly[? AP =P =70 [y
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sodass man schlie3lich
7(]‘ )

)

2.9958

il @
-«
ly|?

Y

= min
1e{1,2,3}

< (3.5)

erhélt. Fiir R = —1 erhélt man unter Verwendung von [¢| = [t + 1| und #(t + 1) = —[¢|?

2 2

et cot]p 2T 1 4 27 1
2+t + 72~ 482+t+7] — 47— |t)?
und damit die schérfere Ungleichung
W] 29482
S [ iy (3.6)
y ||

Nun wird dieses Ergebnis mithilfe von “Bootstrapping” &hnlich wie in [11, p. 263f] verbessert.
Dazu sei |y| > 4. Dann impliziert (3.5), dass

LN ()

)

min < 0.18723.

1€{1,2,3}

- ‘x BN ©))
Y

Darum gilt fiir [ € {j + 1,7 + 2} mithilfe von (2.3)

Y

iz — aDy| <‘a<l> OIS ’x )
Yy

)bl = (1o - a1 ~ 0.15723)

<|a(3) o] 0.18723) ly| > (0.96097 — 0.18723)|y| = 0.773747|y|.

v

Weiters gilt, wieder unter Verwendung von (2.3), dass es ein [ € {j + 1, + 2} gibt, sodass

iz —aly| > <|a(l) NG ‘;j ENG)) > ly| > (,a(l) O 0.18723) ly|
> (min(|a(2) —al,|a® —a]) - 0.18723) |
> (|t — 1.56246 — 0.18723)|y| = (|| — 1.74969)|y|.

Setzt man diese Ungleichungen in

T ol = IN ()]
y |z — altDy||z — alit2yl|y|
ein, so folgt daraus
o< |2t + 1 < 3.95297
y = 0.773747 - [|t| — 1.74969|[y|> =  |y|?

Man erhélt also das folgende Resultat.

Lemma 3.2 Sei [t| > 6 und |y| > 4 und (x,y) eine Lisung von (1.1). Dann gilt

3.95297
ly3

r @

Y

PN )

= min
1€{1,2,3}
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Korollar 3.3 Fiir ®t = —% erhdlt man mit den Bedingungen von Lemma 3.2 die bessere
Abschitzung
y [yl

Nun verwendet man die folgende Notation

o) = a0 ] + {aW)}, (3.7)
wobei [aV]| = t, [a®] = —1 und [a¥] = 0 die “Ganzteile” von o) (j € {1,2,3})
bezeichnen. Dann gilt mit Lemma 3.2 fiir [{| > 6, |y| > 4 und = & {0, —y, ty}
3.95297 _ |z — [\ ]y ) 1 G
—{a > — — [{aD}].
[yl? y teh 2 gy — e

Die letztere Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass |z1 — z| > 1 fiir 21, 29 € Zg, 21 # 22 gilt.

Daraus erhilt man 1 3.95297
- <1 - 2> < [{aD}.
vl [yl

Verwendet man die Entwicklungen (2.3) fiir a9, so ergibt sich |[{aD}| < [{a}| < 2302166

[¢]
und deshalb
0.75294 S 0.75294

W20y 7 oy,

Also hat man das folgende Lemma bewiesen.

> 0.32706]¢|.

Lemma 3.4 Sei [t| > 6 und |y| > 4 und sei (x,y) € Z; eine Losung der Thue-Gleichung
(1.1) mit x & {0, —y, ty}. Dann gilt

ly| > 0.32706]¢].

Korollar 3.5 Sei (z,y) € Z} eine Lisung von (1.1). Fir Rt = —% erhdlt man mit den
Bedingungen aus Lemma 3.4 die schirfere Abschitzung

ly| > 0.33576]t].

3.3 Eine obere Schranke fiir A;

In diesem Abschnitt wird eine obere Schranke fiir A; erzielt, die dann dazu verwendet wird,
Mengen in Zj, zu bestimmen, die keine Losungen x und y der Thue-Gleichung (1.1) enthalten.
Um eine obere Schranke fiir

(+1)

fy(j+2)

ali) _ oli+1)

a(j) — a(j+2)

Aj =log - (3.8)

mit 79 = 2 — aU)y zu erhalten, verwendet man die Gleichung (vgl. [1, Gleichung (14)])

L RN )]

O] = |z — aBy] = [ylla®) — ¥
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bzw.
l ) o 2/y —al)
log |y = log |y| + log [a) — a¥| 4+ log |1 + ZF—— (3.9)
a(]) — a(l)
mit [ € {j + 1,7 + 2}. Unter Verwendung von Lemma 3.2 ergibt sich fiir j
—al)|  3.95297 1 4.11349
By —a _ < (3.10)
al)) —al) [yl Ja® —a®] =y

Fiir |y| > 4 ist die rechte Seite von (3.10) kleiner als 1, und man kann daher

2|

log |1 < |log(1 — =1
o |1+ 21| < 1og(1 —|2l)| = log = < 1

(fiir |z| < 1) anwenden, sodass sich aus (3.10) fur |y| > 4

al) — a0

4.39604

1+
|y3

log

ergibt.

Bildet man die Differenz der beiden Félle [ = j+ 1 und [ = j + 2 von (3.9), so erhilt man die
folgende Abschétzung.

Lemma 3.6 Sei (z,y) € Z2 eine Lésung von (1.1). Fir [t| > 6, |y| > 4, z & {0, —y, ty} und

le{j+1,j+2} gilt
8.79208

A < 22208
i< =B

Fir Rt = —% erhélt man mit dieser Methode die folgende schiirfere Abschitzung.

Lemma 3.7 Mit den Bedingungen von Lemma 3.6 und Rt = —% ergibt sich

8.03434

[A;] <
! ly[3

Bemerkung 3.8 Die beiden oberen Schranken aus Lemma 3.6 bzw. Lemma 3.7 sind nur fir
|t| > 6 giiltig, fir alle t mit |t| < 6 verwendet man (3.4), wo der exakte Wert von t und die
Ungleichung |¢| < |2t+1| eingesetzt werden. Dieses Ergebnis wird dann analog zu oben mittels
“Bootstrapping” verbessert.

3.4 Annidhernd 16sungsfreie Mengen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es Paare (z,y) € Zi mit bestimmten Eigenschaften
gibt, die, bis auf einige wenige Einzelfille, keine Losungen der Thue-Gleichung (1.1) sind.

Dazu benétigt man die folgende Darstellung fiir A;.
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Lemma 3.9 Sei A; wie in (3.8) definiert, (z,y) eine Losung von (1.1) und v = x — ay nicht
zu einer ganzen Zahl in Zy assoziiert. Dann gilt

[Aj] = [logd;| + Ajlog || + Bjlog o + 1]]
mit Aj, B; € Z, wobei §; der Quotient von zwei zyklisch aufeinander folgenden Elementen in
einem der Tripel aus Satz 2.15 ist.
Beweis Sei A; wie in (3.8) und v wie in (2.13) definiert. Setzt man diese Darstellung von
in (3.8) ein, so erhilt man

(J+1)

36+

o) — qUtD)
al) — qUt2)

ali+bb (a(j+1) 4 1)b2
ali+2)b1((7+2) 4 1)b2

Aj; = log + log — log .

Da o), U+ aU+2) durch @ und «a + 1 ausgedriickt werden kénnen und §; = % gesetzt
werden kann, erhélt man das Resultat. O

1

Korollar 3.10 Es seien die Voraussetzungen von Lemma 3.9 giiltig. Gilt Rt = —3, so folgt

|A;] = [log|d;| + Cjlog|al|

mit C; € 7Z, wobei 0; der Quotient von zwei zyklisch aufeinander folgenden Elementen in
einem der Tripel aus der Liste von Korollar 2.18 ist.

Beweis Dieses Resultat folgt aus Lemma 3.9, da |a| = |a + 1] fiir Rt = —3 gilt (vgl. Lem-
ma 2.4). O

Im verbleibenden Teil dieser Arbeit sei nun immer Rt = —% vorausgesetzt.

Bemerkung 3.11 Der Grund fiir diese Einschrinkung ist, dass im Fall Rt = —% die Line-
arform in Logarithmen, die untersucht werden muss (vgl. Korollar 3.10), wesentlich einfacher
handzuhaben ist als die Linearform im allgemeinen Fall (vgl. Lemma 3.9), wo man den Lo-

garithmus von |a| und | + 1| getrennt von einander betrachten muss.

Fiir Rt = —% wird die Thue-Gleichung (1.1) vollstindig geldst. Zuerst wird gezeigt, dass Werte
x und y € Zj mit bestimmten Eigenschaften nur in Einzelfillen Lésungen der Thue-Gleichung
(1.1) sind. In Kapitel 4 werden dann alle Werte x und y, die diese Einschrinkungen nicht
erfiillen, in Hinblick auf ihren Beitrag zur Losungsmenge der Thue-Gleichung (1.1) betrachtet.

Im Folgenden werden die Ergebnisse von Kapitel 2 und Abschnitt 3.3 kombiniert, um alle
Losungen (z,y) € Z2 der relativen Thue-Gleichung (1.1) mit den folgenden Eigenschaften zu
berechnen:

o y| >4 (fiir || > 6) bzw. |y| > 7 (fiir || < 6),

oz ¢ {0,—y,ty} und (3.11)

e v = x — ay ist nicht zu einer Zahl aus Zj, assoziiert.

Zu diesem Zweck werden nun alle Félle von 3 aus der Liste in Korollar 2.18 untersucht. Die
Vorgehensweise ist dabei in allen Fillen die gleiche:
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Man setzt die Werte von (3 in die Darstellung von |A;| aus Korollar 3.10 ein und berechnet
eine untere Schranke fiir |A;|. Fiir 3, die nur fiir ein spezielles ¢ auftreten, verwendet man dazu
den exakten Wert von «, in allen anderen Féllen benotigt man die Darstellung (2.3). Mithilfe
der oberen Schranke |A;| aus Lemma 3.7 (fiir |t/ > 6) bzw. analogen oberen Schranken fiir
alle ¢ mit |[t| < 6 (vgl. Bemerkung 3.8) erhélt man immer einen Widerspruch zu dieser unteren
Schranke genau dann, wenn A; # 0 gilt. Unter den Voraussetzungen (3.11) koénnen also nur
jene (3 eine Losung der Thue-Gleichung (1.1) liefern, fiir die A; = 0 gilt. Diese Sonderfille
werden spéter behandelt. Das Programm zur Berechnung der Schranken wird in Anhang A .4.1
beschrieben.

(i) {a« —1,2a + 1, + 2} (fiir alle D und beliebige t)

. G+ 1. pU+y 41 _a-—1 L3 a—1 __ 1 3 .
(11) BUHD = —1: 50D = a@-1 = ~Y3a11> SC 0j = 3071 = 3 (1 — 30547 )- Dann gilt

1—

log |0;| = —log 2 + log

2a+1 ‘ '
Unter Verwendung von (2.3) ergibt sich fiir [t| > 6

~ 2.489
log |0;| = —log2 + Lg (M) .

Mithilfe von Lemma 3.7 erhélt man fiir |y| > 4

< 0.12554.

2.4 .03434
Al = (Cj+1)log]a]—log2+L6< 89)‘ gig 0343

|t] lyl?

Die linke Seite wird minimal fiir C; +1 = 0, wobei sie durch 0.2784 nach unten be-
schrinkt wird. Daraus folgt ein Widerspruch zu Lemma 3.7.

Nun werden noch alle Fille mit |¢| < 6 untersucht. Diese werden hier nur in kompri-
mierter Form angegeben.

D=3undt=—%+33:  log|3;| = —log?2 + log 1.07453,

IA;] = [(Cj + 1) log 3.84732 — log 2 + log 1.07453] .

Minimal fiir Cj +1 = 0, untere Schranke 0.621262, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=3undt=—L+523:  log|§;| = —log2 + log 15.0927,

Al =[(C; + 1) 1log0.509825 — log 2 + log 15.0927| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 3, und man bekommt A; = 0. Dieser Fall wird spéter untersucht.
D=7undt=—%+3/T:  log|§;| = —log?2 + log 1.09344,

|Aj| = [(C} +1)log 3.42811 — log 2 + log 1.09344] .

Minimal fiir C; +1 = 0, untere Schranke 0.603815, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
Dz?undt:—%—f—#: log|5j| = —log 2 + log 9.41325,

A = |(C; +1)log0.525054 — log 2 + log 9.41325] .
j J
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Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.260465, obere Schranke 0.038577 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=11lundt=—3+ 3i‘2/ﬁ: log |9;| = —log 2 4 log 1.05318,

|Aj| =|(Cj +1)log4.56711 — log 2 + log 1.05318| .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.641337, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=11und t = —%—i—@: log || = —1log 2 + log 7.09539,

|Aj] = |(Cj + 1)1og 0.543689 — log 2 + log 7.09539 .

Minimal fiir Cj + 1 = 2, untere Schranke 0.0475423, obere Schranke 0.0289256 fiir
ly| > 5. Widerspruch.

D=15und t =1+ 315 Jog|5;| = —log2 + log 1.03725,
2 2 J

|Aj| = [(Cj +1)log 5.46816 — log 2 + log 1.03725] .

Minimal fiir Cj+1 = 0, untere Schranke 0.656576, obere Schranke 0.0989171 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=15und t =1+ 5 log|§;| = —log2 + log5.67184,

IA;| = [(C} +1)10g 0.567614 — log 2 + log 5.67184| .

Minimal fiir Cj+1 = 2, untere Schranke 0.090262, obere Schranke 0.0458768 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
D=19und t =1+ 9 log|§;| = —log2 + log 4.60993,

1A = |(C} + 1)10g 0.600919 — log 2 + log 4.60993)| .

Minimal fiir Cj41 = 2, untere Schranke 0.183526, obere Schranke 0.0812731 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
D=23undt=—1+225:  log|§;| = —log2 + log 3.67273,

IA;| = [(C} + 1) 10g 0.655866 — log 2 + log 3.67273)| .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.185988, obere Schranke 0.100159 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=31und t= —%—l—@: log 0] = —log 2 + log 1.33283,

|Aj| = [(Cj +1)log 1.77423 — log 2 + log 1.33283] .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.167522, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35undt=—1+285  log|§;| = —log2 + log 1.24368,

|Aj| = [(C} +1)log 2.08931 — log 2 + log 1.24368 .
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Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.261766, obere Schranke 0.156558 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
D=39undt=—1+23%  log|5;| = —log2 + log 1.19569,

IA;] = [(Cj + 1) log 2.34231 — log 2 + log 1.19569] .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.336717, obere Schranke 0.292454 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =43 undtz—%—i—@: log || = —log 2 + log 1.16457,

|Aj| = |(Cj +1)1og2.56248 — log 2 + log 1.16457| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.40018, obere Schranke 0.228888 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =47 undtz—%—i—@: log || = —log 2 + log 1.14243,

IAj| = |(C} +1)10g 2.7611 — log 2 + log 1.14243| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.455638, obere Schranke 0.194681 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=5lundt=—1+508L  og|é;| = —log2 + log 1.12575,

IAj] = |(C} +1)log 2.94401 — log 2 + log 1.12575 .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.505073, obere Schranke 0.1733 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =55 undtz—%—i—@: log |6;| = —log 2 + log 1.11268,

IAj| = |(C; +1)log 3.11471 — log 2 + log 1.11268 .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.54976, obere Schranke 0.158662 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=59undt=—1+ 5% log|5;| = —log2 + log 1.10214,

Aj| = |(C; +1)1og3.27553 — log 2 + log 1.10214| .
J J

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.590586, obere Schranke 0.148006 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=67undt=—1+00;  log|5;| = —log2 + log 1.08614,

|Aj| = |(Cj +1)1og3.57369 — log 2 + log 1.08614] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.610519, obere Schranke 0.133519 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=7lundt=—1+0  log|5;| = —log2 + log 1.07991,

|A;| =|(Cj +1)1og3.71318 — log 2 + log 1.07991] .
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Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.616271, obere Schranke 0.128367 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=79undt =1+ log|5;| = —log2 + log 1.06984,

Al = |(C; +1)1og3.97672 — log 2 + log 1.06984| .
J J

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.625636, obere Schranke 0.120555 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=83undt=—1+28:  log|5;| = —log2 + log 1.06571,

|Aj| =|(Cj +1)1og4.10186 — log 2 + log 1.06571] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.629503, obere Schranke 0.117521 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =87 undtz—%—i—@: log |;] = —log 2 + log 1.06205,

|Aj| = |(Cj +1)log4.22314 — log 2 + log 1.06205] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.632946, obere Schranke 0.114907 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=9lundt=—1+29L.  Jog|é;| = —log2 + log 1.05878,

IA;] = [(Cj + 1) log 4.34092 — log 2 + log 1.05878| .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.636032, obere Schranke 0.112631 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=95undt=—1+2%5:  log|5;| = —log2 + log 1.05584,

|Aj| = |(Cj +1)log4.45549 — log 2 + log 1.05584] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.638815, obere Schranke 0.110631 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=103und t = —1 + M. og|5;| = —log 2 + log 1.05076,

Aj| = |[(C; + 1) 1og 4.67599 — log 2 + log 1.05076| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.643634, obere Schranke 0.107279 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=107und t = —% + iv;m: log |<§]| = —log 2 + log 1.04855,

IA;] = [(C;j + 1) log 4.78234 — log 2 + log 1.04855| .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.645735, obere Schranke 0.105861 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=111und t = - 4 V1L, log |0;] = —log 2 + log 1.04653,

IA;] = [(C; + 1) log 4.88632 — log 2 + log 1.04653] .
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Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.647663, obere Schranke 0.10458 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=115und t = —% + iv2115: log |0;] = —log 2 + log 1.04468,

Al = |(C; +1)1log4.98809 — log 2 + log 1.04468| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.64944, obere Schranke 0.103418 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =119 und t = —% + i—VQHQ: log |0;] = —log 2 + log 1.04296,

Al = |(C; +1)1og5.08779 — log 2 + log 1.04296| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.651083, obere Schranke 0.102359 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D =123 und t = - + &2, log |0;] = —log 2 + log 1.04137,

|Aj| = |(Cj +1)log5.18554 — log 2 + log 1.04137] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.652606, obere Schranke 0.101389 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D =127 und t = -3 + &2, log |0;] = —log 2 + log 1.0399,

IAj] = |(C;j + 1) log 5.28145 — log 2 + log 1.0399)] .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.654022, obere Schranke 0.100498 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=131und t = —1 + WBL. og(§;| = —log 2 + log 1.03853,

IA,] = [(C; + 1) log 5.37563 — log 2 + log 1.03853] .

Minimal fiir Cj +1 = 0, untere Schranke 0.655342, obere Schranke 0.099677 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

sei 5

G+1) _ BYUtD 2a41 _2a+1 2a+1
B =2a+1: 80D T 2041 . %Yar2> at2 -

Da |a + 2| = |o — 1| gilt, ist |0;]~" gleich wie §; im Fall (i.1) und kann daher analog
behandelt werden.

(G+1) _ BUTD a2 _ a42 . F . at2
B =a+2: 55w = go4g — ao1 56l 05 = oI5

Es gilt |a + 2| = |a — 1] und daher |§;| = 1 sowie log|d;| = 0.
Man bekommt

1A = [(Cj + 1) loglal| < 5,

wobei S fiir die oberen Schranken, die in (i.1) berechnet wurden, steht. Fiir |¢| > 6 und
C; +1 # 0 erhélt man einen Widerspruch zur oberen Schranke aus Lemma 3.7. Fiir
C; +1 =0 bekommt man A; = 0. Dieser Fall wird spéter betrachtet.

Das Gleiche gilt fiir |¢| < 6, in diesen Féllen werden jedoch die oberen Schranken ver-
wendet, die fiir jedes ¢ separat berechnet wurden.

{a+1-bba+1,(1-bja—b} (D=3undt#—1+23 D=7undt#-3+5183
D=11 undte{—%—i—?’i\z/ﬁ,—%—l—%} ebenso wie D = 15 undt:—%—i-igig/ﬁ)
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‘s (+1) _ L BYtD  a1-b . atl-b i 5 _ atl—b
(ii.1) g =a+1-5b: D = a®315 = a1+ o€ 0j = ol

D =3: Da |a+1—b| = [ba + 1] gilt, gilt [§;] = 1 und log |6;] = 0.
Es ergibt sich
451 = I(Cy + D) log o] < 5.

S ist eine Abkiirzung fiir die obere Schranke. Fiir || > 6 ist S die obere Schranke aus
Lemma 3.7, fiir |t| < 6 wird S fiir jedes t extra berechnet. Fiir [t| > 6 und C; +1 # 0
bekommt man einen Widerspruch zur oberen Schranke aus Lemma 3.7. Fiir C; +1 =0
ergibt sich A; = 0, sodass dieser Fall extra betrachet werden muss.

D=3undt=-1+ 527\@ Obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4. Widerspruch fiir C; +
1#0. Fir ¢ +1 = 0 erhélt man A; = 0, was eine genauere Betrachtung notig macht.
D = 7: In diesem Fall kann ¢; wie folgt geschrieben werden:

6 = G40 =} (1+ by ) mithilfe b2 = b — 2. Dann gilt

ba+1
log |0;] = — log |b| + log |1 :
o811 = gl + g L+ ;L
Verwendet man (2.3), so fiihrt dies fiir [¢| > 6 zu
- 1.00965
log || = —log V2 + Lg (m)

Mithilfe von Lemma 3.7 ergibt sich fur |y| > 4

1.00965

|| = |(C; 4+ 1) log |a| — log V2 + Lg <|t|

) ‘ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.1783. Widerspruch zu Lemma 3.7.
Dz?undt:—%—i—%ﬁ: log |0;] = —log v/2 + log 0.75456,

|Aj| = |(Cj +1)log3.42811 — log 2 + 1og 0.75456 .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.6038, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=11und t = —% + % Hier wird ¢; folgendermaflen umgeschrieben:

Sj = Oéb‘;__lb = % (1 + ﬁ) mit b2 = b — 3. Dann gilt

1+

log |0;] = — log |b] + log

. ' = —log V'3 4 log 0.85158.

Mithilfe von Lemma 3.7 ergibt sich fur |y| > 4
A] = ‘(Cj +1)10g 8.05941 — log v/3 + log 0.85158‘ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.70997. Widerspruch zu Lemma 3.7.
D=1lundt = —1 43 1og|§;| = —log v/3 + log 0.720193,

A] = ((Cj +1)log 4.56711 — log v/3 + log 0.720193‘ .
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(ii.2)

(ii.3)

(iif)

(iii.1)

(iii.2)

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.641337, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=15und t = —% + 3i‘2/ﬁ: Hier wird 6; folgendermaflen umgeschrieben:

5= atlb = 1 (1 + ﬁ) mit b2 = b — 4. Es gilt

1+

log |0;] = — log |b] + log

= —log2 + log 0.7052
ba—i—l‘ 082+ log ’

|Aj| = |(Cj +1)log5.4682 — log 2 + log 0.7052] .
Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.6566, obere Schranke 0.0989 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

1 CpUtY  pagl ba+1 {6, = —batl
BUTD = ba +1: B8G+2) — ba?;)—i-l - ajl—oé)a—b’ sei 0; f (1—0;7)0—5'
Da [ba+ 1| = |(1 = b)a — b| gilt, ist |§;| = 1 und log |d;| = 0.

Es ergibt sich

1Al = [(Cj +1loglal| < 5.

(S ist wie in (ii.1) definiert.) Fr [t| > 6 und Cj + 1 # 0 erhédlt man einen Widerspruch
zu Lemma 3.7. Fiir C; +1 = 0 bekommt man A; = 0. Dieser Fall wird spéater noch
genauer betrachtet.

Das Gleiche gilt fiir |¢| < 6, in diesen Féllen werden jedoch die oberen Schranken ver-
wendet, die fiir jedes t separat berechnet wurden.

1) _ L BUHD _ (1-ba—b _ _(1-bja-b (1=b)a=b
AU = (1= b)a —b: Grmgy = 0 0a® 5~ ~ Y ari=p PSR

Da |ba + 1| = |(1 — b)a — b| gilt, ist |5;]~" gleich wie §; im Fall (ii.1). Deshalb kann
dieser Fall analog behandelt werden.

sei d; =

{a+1+0b,ba —1,(1 +b)a + b} (D = 3 fiir beliebige ¢t mit || > 8 und einige ¢ mit
6 < |t| <38)

(j+1) — . ﬂ(j+1) _ _at+l4+b a+1+b . "' _ a+1+b
B _a+1+b'ﬁ(j+2)_a(2)+1+b_aba—17sel(5]_ S

Da |a+ 14 b = |ba — 1] gilt, ist |d;] = 1 und log |d;]| = 0.
Verwendet man Lemma 3.7, so erhédlt man fiir |y| > 4

|Aj] = |(Cj +1)log|al| < 0.12554.

Fiir [t| > 6 und C; 4+ 1 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir Cj + 1 = 0 bekommt man
Aj = 0, sodass dieser Fall noch genauer betrachtet werden muss.

G+1) —py 1. 89" ba—1 o ba—1
Ié] bao —1: SO g

o .
B80T~ pa®@_1 T+b)ats 5
S _ _ba—=1 __ b 2b o2 ;
- 2b

log|d;| = log |b| —log|1 + b| + log |1 — .

o8 5 = og o] Tog 1.+ 8]+ g L - o 20—
Unter Verwendung von (2.3) fithrt dies auf

- 1.78362
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(iii.3)

(iv)

(iv.1)

Mithilfe von Lemma 3.7 ergibt sich fir |y| > 4

1.78362
i

Fiir |t| > 6 wird die linke Seite minimal fiir C’; + 1 = 0 und besitzt die obere Schranke
0.252. Dies liefert einen Widerspruch zu Lemma 3.7.

|A;| = |(Cj + 1) log | —log\/§+L6< )‘ < 0.12554.

i+1) _ L pUtD (1+b)atb A4b)otb . % (14+b)atb
BUH) = (1+b)a+b: 56T = (1+b)0§‘2)+b = —a gy, sel 0 = L
Da |a + 1+ b = |ba — 1| gilt, ist [0;|~! gleich wie §; im Fall (iii.2) und kann deshalb

analog behandelt werden.

{a =b,(1+ba+1,ba+1+b} (D =3und t # %+¥,D:7undte{—%+
31\[’ 2+51\[}SOW16D_11undt— 2_|_3z\/7)

— BUTY _ a—b —b SF __azb
pUtY =a —b: 3Gt — a?éz):b = _0‘(1fb)a+1> sei 0j = (1fb)a+1'
D = 3: In diesem Fall kann d; folgendermaflen geschrieben werden:
N —b 1 2b R IS :
log |5;] = —log b+ 1| + log |1 2b
| =—1lo ogll— ——|.
8 1% & ST At ba+1
Verwendet man (2.3), so ergibt sich fiir |t| > 6
- 1.78362
log |0;] = —log V3 + L ( m )
Die Anwendung von Lemma 3.7 liefert fiir |y| > 4
1.78362
1A = ’(Cj +1)log |a| —log V3 + Lg <!t!> ’ < 0.12554.

Die linke Seite wird minimal fiir C; +1 = 0 und ist durch 0.252 nach unten beschrénkt.
Dies fiihrt auf einen Widerspruch zu Lemma 3.7.

D=3undt=—1+35.  1og|5;| = —log v/3 + log 0.883042,

A] = ((Cj + 1) log 3.84732 — log v/3 + log 0.883042| .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.673689, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=7und t= —% + M: In diesem Fall kann Sj folgendermaflen geschrieben werden:
b = iy = or (1+ i ) mithilfe b2 = b — 2. Es folgt
- 1—2b
1 i|=-1 1 4+log|l+ ——————| =—log2+1 2.
og |4;] og|b+ 1| + log § +b)a+1 og 2 + log 0.850

Die Anwendung von Lemma 3.7 liefert fiir |y| > 4

|A;| = [(C} + 1) 10g 6.3187 — log 2 + log 0.8502 < 0.12554.
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(iv.2)

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.8554. Widerspruch zu Lemma 3.7.
Dz?undt:—%—i—%ﬁ: log|5j|:—log2+log0.75,

|Aj] = |(Cj +1)log3.4281 — log 2 + log 0.75] .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.2512, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=11und t = —f—i— 3“ﬁ : Hier l&sst 81Ch6 wie folgt schreiben:
N a—b 2b
5]:m:b+1<1+m)mltb2:b_3Esgllt
log |0;] = —log |b + 1| + log |1 + 2720 | gV 4o 0.72398,
81041 =708 ST U+ ba+1 s &

IA;] = |(C; 4 1)log4.56711 — log v/5 + log 0.72398| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.391169, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

ir1) guU+L  (14+b)at+l (14+b)a+1 N (I+b)a+1
BUTY = (L +b)a+1: Gy = O 0a®1 =~ batish o 5 53 bat1ib -
D =3: Da |ba + 1+ b| = |a — b| gilt, ist [0;]7" gleich wie d; Fall (iv.1) und kann
daher analog behandelt werden.
D=7undt= —% + M: In diesem Fall kann 9; folgendermaflen geschrieben werden:
T (1+b +1_1b 1-2b P2 :
6 = (ba+)1o‘+b = if (1 + m) mit b* = b — 2. Dann gilt

1-2b

log |0;] = log |1 + b — log |b| + log |1 +

— log V2 + log 1.0496.
(2b—2)a—1—|—3b' 0g V2 + log

Unter Verwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fir |y| > 4
A] = ’(Cj +1)1og 6.3187 + log V2 + log 1.0496’ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 =0, untere Schranke 0.395. Widerspruch zu Lemma 3.7.
=7undt=—1+ 3mﬁ log |0;] = log v/2 + log 1.082,

IA] = ‘(Cj +1)log 3.4281 + log v/2 + log 1.082‘ .

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.4254, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=11und t=—5% —|— 3“ﬁ : In diesem Fall kann 6 wie folgt geschrieben werden:
% 1+b)a+1 _
6 = (b;'+)f“++b = Hb (1 + W{bﬂ%) mit b2 = b — 3. Dann gilt

2—2b

o log 1.04218,

log [8:] = log |1 + b — log |b] + log |1 —log Y2
o8 5] = og 1+ ] ~ log bl + 1o |1 + 55— 2| —tog V2

5
(C; + 1) log 4.56711 + log V5 + log 1.04218] .

V3

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.296728, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

|| =
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(iv.3)

G+1) _ L BYUTY  bati4b ba+1+b : bat1+b
16} —ba+1+b.ﬁ(j+2>—ba<2)+1+b " 861(5 2SR

D =3: Da |[ba+ 1+ b = o — b| gilt, ist [§;| = 1 und log |d;| =
Verwendet man Lemma 3.7, so erhélt man fiir |y| > 4 und |¢| 2

|A;] = |(C} + 1) log ||| < 0.12554.

Fiir U5 + 1 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 wird A; = 0. Dieser Fall
wird noch genauer untersucht

Dasselbe gilt fiir t = 5“[ , in diesem Fall wird die obere Schranke fiir |A;| verwen-
det, welche im Fall (1v.1) berechnet wurde.

D=7und t= —% + E’Z%ﬁ In diesem Fall wird Sj folgendermafien geschrieben:

6y = teleb — b (1— 120 mit b2 = b — 2. Dann gilt

1—-2b

log |5;| =1 log |l — ————
0g|0;] = log b| +log |1 — =5

' = log v/2 + log 1.1205.

Unter Anwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fiir |y| > 4
IA;| = ’(Cj + 1) log 6.3187 + log V2 + log 1.1205’ < 0.12554.

Minimal fiir C; —|— 1 = 0, untere Schranke 0.4604. Widerspruch zu Lemma 3.7.
—7undt = -3+ 37 log|5;| = log V2 + log 1.2322,

A] = ’(Cj +1)log 3.4281 + log v2 + log 1.2322’ .

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.5554, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

— — _ 1 3/l ird 8. wi ; .
D =11 und t = —5 + =25~ Hier wird ¢; wie folgt umgeschrieben:

6 = tetltt —p (1 222, da b2 = b — 3. Dann gilt

2—2b

‘ = log V/3 4 log 1.32535,

IA] = ‘(Oj +1)log 4.56711 + log v/3 + log 1.32535| .

Minimal fiir C;+1 = —1, untere Schranke 0.687897, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

{a+b,(1—=b)a+1,ba—1+0b} (D=3 fir t #—1 4+ 143)

o UL ayp +b i, = —atb
BUTD = a+b: By = b = ~O gt 51 05 = et
Da [+ b| = |(1 — b)a + 1] gilt, ist [5;] = 1 und log|d;| = 0.

Unter Verwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fiir |y| > 4 und [t| > 6

|A;| = [(C} + 1) log|a|| < 0.12554.
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Fiir C; + 1 # 0 bekommt man einen Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0, sodass
noch eine genauere Untersuchung notig ist.
Dasselbe gilt auch fiir ¢t = —|— 5“[ . In diesem Fall wird eine obere Schranke fir |Aj]

mithilfe (3.4), wo der exakte Wert von t eingesetzt wird, berechnet. Fiir |y| > 4 besitzt
|A;| die obere Schranke 0.124119, und man bekommt einen Widerspruch.

i+1) _ puUtD  (1-ba+l _  (1-ba+l . F _ (1-ba+tl
AU = (1 -b)a+1: 507D = (-5)a®@+1 = ¥ ba—155 > 51 0 = 5o 17p -

Da |ba — 1+ b = |(1 — b)a + 1] gilt, ist |d;] = 1 und log |d;]| = 0.
Verwendet man Lemma 3.7, so erhélt man fiir |y| > 4 und [t| > 6

IA;] = [(Cj + 1) log|a|| < 0.12554.

Fiir Cj 41 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0. Dieser Fall wird
noch extra untersucht.

Dies gilt ebenso fiir t = —% + 53/5
berechnet wurde, verwendet.

, wo man die obere Schranke fiir |A;|, die im Fall (v.1)

G+1) 1. CBUtY  ba—14b  _ ba—1+b ba—1+b
16} = ba 1+b‘ﬂ<ﬂ'+2>_ba<2>—1+b— Qs 8616 e

Da |ba — 14 b| = |(1 —b)a + 1] gilt, ist |d;]~" gleich wie ¢; im Fall (v.1) und kann daher
ebenso wie in diesem Fall behandelt werden.

{a+2-b,(1-ba—-1,2-ba+1-0b} (D:?undte{_%_’_?ngﬁ,_%_i_%ﬁ}sowie
D =11 undt:f%JrM)

i+1) _ puty 2-b  _ 2-b D5 _at2-b
ﬂ(ﬁ J=a+2-b: 3Gt = a(()l?—)i_+2 b O‘(fHE)) , sei 0 (1a ba—1-
=T7Tund t=—3 —i— 5“[ : Hier kann 5 folgendermaflen umgeschrieben werden:
(5]- = (laj)?afl = ﬂ (1 + m) mit b2 = b — 2. Dann gilt
1—2b

log |0;] = —log |1 — b| + log |1 +

u— a —

Mithilfe von Lemma 3.7 folgt fiir |y| > 4
A] = ’(Cj +1)1og 6.3187 — log V2 + log 0.8925‘ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.4604. Widerspruch zu Lemma 3.7.
Dz?undt:—%—i—%ﬁ: log |0;] = —log v/2 + log 0.8115,

A] = ’(Cj +1)log 3.4281 — log V2 + log 0.8115‘ .

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.5554, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=11und t=—5 —|— 3“ﬁ : Hier wird (5 folgendermaflen umgeschrieben:

N 2—b 1 2b
5] = (101—2)0[71 = -5 <1 — m) mlt b = b — 3 Dann gllt

2b

log |0;] = —log |1 — b| + log |1 —
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(vi.2)

(vi.3)

IAj| = [(C} 4 1)10g 4.56711 — log v/3 + log 0.754518| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.687897, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

o pU+n
© G2 T (1-b)a@ -1

D=7undt= —% + %ﬁ In diesem Fall wird 5j folgendermafien geschrieben:

N 1-b)a—1 _ 1—p 1-2b : 2 __ 3

(1-ba—-1 _ —Oé( (1-b)a—1

AU = (1= b)a—1 @ Bt b

.5 1-b)a—1
sei d; = %.

log |6;] = log |1 — b — log|2 — b] + log |1 + = —log V2 + log 0.9527.

1-2b
2bac+ 1+

Verwendet man Lemma 3.7, so bekommt man fiir |y| > 4
A] = ’(Cj +1)10g 6.3187 — log V2 + log 0.9527’ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.395. Widerspruch zu Lemma 3.7.
Dz?undtz—%—i—%ﬁ: log|5j|:—log\/§+log0.9242,

IAj| = [(Cj +1)log 3.4281 — log v/2 + log 0.9242] .
J J

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.4254, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=1lund t=—3+ @ Hier kann §; folgendermafBen umgeschrieben werden:
5 _ _(=ba-1 _ 1-b 2b 12 .
0; = 2 batib _ 2-b (1—m> mit b= = b — 3. Dann gilt

2
3 1 1og 0950527,

log |6:] = log |1 — b| — log |2 — b| + log |1 — =log V=
o8 5] = log 1~ ]~ log 2~ ] +log |1 — g2 —tog V2

3
(Cj +1)log4.56711 + log g + log 0.959527

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.296728, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

A4 =

ﬁ(j—'—l) _ (2 _ b)O& T1—b: gU+l (2—b)atl-b (2fb)04+17b7 sei Sj _ (be)aJrlfb'

BUTY T 2=b)a@+1-b a+2-b a+2-b

D=7undt= —% + %ﬁ In diesem Fall wird Sj wie folgt umgeschrieben:

b = 255 = (2 1) (1 - pla—g; ) mithilfe b2 = b — 2. Dann gilt

- 1—2b
(2—b)a+2—3b

log |0;] = log |2 — b| + log

’ =log2+log1.1761.

Verwendet man Lemma 3.7, so ergibt sich fiir |y| > 4

|Aj| = [(Cj +1)log 6.3187 + log 2 + log 1.1761| < 0.12554.
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Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.8554. Widerspruch zu Lemma 3.7.
Dz?undtz—%—i—%ﬁ: 10g|5j|:log2+log1.3332,

IAj] = |(Cj + 1) log 3.4281 + log 2 4 log 1.3332] .

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —1, untere Schranke 0.2512, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=11und t = —% + % Hier wird ¢; wie folgt geschrieben:

§; = Z=batlb _ (9 _p) (1+#) mit 52 = b — 3. Dann gilt

a+2—b a+1-3b

2b
2 —b)a+1—3b

log |0;] = log |2 — b] + log

1+ ( ' = log V/5 + log 1.38125,
IA] = ‘(Cj +1)1og 4.56711 + log v/5 + log 1.38125‘ .
Minimal fiir C;+1 = —1, untere Schranke 0.391169, obere Schranke 0.10886 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
(vii) {a+1—2b,2ba+1,(2b—1)a+2b} (D =3und t € {—1+53 14 Ti¥8y gowie D = 7

undt:—%—i-?’i%ﬁ)

i i+1) _ CBUTY  ag1-2b +1-2b . F _ at1-2b
(viil) pUFD =a+1-2b: FOFD = @t = O 9hari v 5¢ 0 = Zai1 -
D=3und t= —% + 717\/5 Hier kann 5]- folgendermaflen umgeschrieben werden:
5 at1-2b _ 1 2b—3 12 :
i = Satl = 3 (1 - 2ba+1> mit b = b — 1. Dann gilt

log |0;| = — log |2b| + log |1

= —log2 +log0.7591.

B 2b—3
2ba + 1

Unter Anwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fiir |y| > 4
|Aj| = |(Cj +1)1og5.7367 — log 2 + log 0.7591| < 0.12554.
Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.7781. Widerspruch zu Lemma 3.7.

D=3undt=—1+38.  1og|5;| = —log2 + log 0.6316,

|Aj| = |(Cj +1)log3.8473 — log 2 + log 0.6316 .

Minimal fiir Cj +1 = 1, untere Schranke 0.194789, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=Tund t= —% + %ﬁ Hier schreibt man ¢; wie folgt um:

Sj = Oggéﬁb = % (1 + 22;?&), da b? = b — 2 gilt. Daraus folgt

7—2b
2ba + 1

log |0;] = — log |2b| + log |1 +

‘ = —log2v2 +10g 0.2912,

A = ‘(Cj + 1) log 34281 — log 2v/2 + 1og 0.2912| .

Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.1904, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
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(vii.2)

(vii.3)

i+1) _ CBUtD  9bat1 2bat1 S5 2ba+tl
BUTY = 2ba +1: Gt — @11 = @Dt ¢ % = @-Tjat2m:
D=3und t= —% + 7i§/§ : Hier lasst sich 5]- folgendermaflen umschreiben:
S 2batl 2 2b—3 p2 :
0j = @b-1)at2 = 2>-1 (1 - m) mit b* = b — 1. Dann gilt
2b—3

log |0;] = log |2b| — log [2b — 1| + log

2
‘ = log — + log 1.0244.

V3

]__
(26— 4)a — 4+ 4b

Verwendet man Lemma 3.7, so erhélt man fiir |y| > 4

2
1A = ’(Cj +1)10g 5.7367 + log — + log 1.0244‘ < 0.12554.

V3
Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.168. Widerspruch zu Lemma 3.7.
DzBundtz—%—i—%‘/g: log|5j|:log%+log1.0352,

2
Al =1{(C; +1)log3.8473 4+ log —= + log 1.0352] .
j J /3

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.1784, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=7undt= —% + %ﬁ Hier kann Sj wie folgt umgeschrieben werden:
5. 2batl 2 7—2b 22 :
0 = (be?)aJrQb = 527 (1 + m) mit b> = b — 2. Dann gilt

—2b 2
! V2 + log 1.0095,

< 2
log |9;| = log |2b] — log |2b — 1| + log % —8)a_ 8+4b‘ = IOgW

1+(

2/2
(Cj +1)log 3.4281 + log 2v2 + log 1.0095

VT

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.0762, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

|| =

i+1) _ L pUHh  (2b—-1D)a+2b  _ (2b—1)a+2b . § _ (26—1)a+2b
AU = (2b— 1o +2b - D — 2b-Da®t26 ¥ afi-2p 59 0j = “oyi2p -

D=3und t= —% + 717\/5 Hier lésst sich 5]- folgendermaflen schreiben:

b = B = (20— 1) (1+ m25de5) mit b2 = b— 1. Somit gilt

log |0;] = log|2b — 1| + log

2h —
1+( b3

% 1 og /3 + log 1.2859.
2b—1)a+3' 0 V3 + log

Unter Anwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fiir |y| > 4
A] = ’(Cj +1)1og 5.7367 + log v/3 + log 1.2859‘ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.8008. Widerspruch zu Lemma 3.7.
D:3undt:—%+%‘/§: log|5j| = log /3 + log 1.5294,

A] = ’(Cj +1) log 3.8473 + log V/3 + log 1.5294‘ .
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Minimal fiir Cj 4+ 1 = —1, untere Schranke 0.3732, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.

Widerspruch.
D=7undt= —% + %ﬁ Hier kann 5]~ folgendermaflen umgeschrieben werden:
N 2b—1)a+2b — . .
log|d;] = log |20 — 1| + 1o 1—i = log V7 + log 3.4024
&1041 =708 BT @ —1Dat7|” ® & 22045

A = ’(Cj +1)10g 3.4281 + log v/7 + log 3.4024’ .

Minimal fiir C; +1 = —2, untere Schranke 0.2666, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

(viii) {a+2—2b,(1—-2b)a - 17(2'— 2b)a+1—2b} (D=3 und t € {_% + 52/37_% n nT\/g}
sowieD:’?undt:—%+31%ﬁ)

i+1) _ CBYUtH  ay2-26 +2-2b D F_ at2-2b
(viii.1) BUTD = +2—2b: o = o = a(la—2b)a—17 seil §; = (10‘_2b)a_1.
D=3undt= —% + WT‘/g Hier kann Sj folgendermafien umgeschrieben werden:
. 2-2p _ 1 2b+1 2 _ .
0 = (la—+2b)a—1 = 1= (1 — (1_2$a_1) und b° = b — 1. Dann gilt
- 2b+1
log|d;| = —log|l —2b|+1log|l - ————| = —1 3+ 1og0.7777.
0g [0;] = —log| | + log (1_2b)a_1‘ og V3 + log

Unter Verwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fur |y| > 4
A] = ’(Cj +1)10g 5.7367 — log v/3 + log 0.7777’ < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.8008. Widerspruch zu Lemma 3.7.
DzSundtz—%—i—%ﬁ: log|5j|:—log\/§+log0.6538,

IA;] = |(C; 4 1) log 3.8473 — log V'3 + 1og 0.6538| .
J J

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.3732, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.

Widerspruch.

D=7undt= —% + %ﬁ In diesem Fall ldsst sich d; folgendermaflen darstellen:
o 2-2b _ 1 5+2b 19 .

0; = (1aj2b)a71 = 15 (1 — (172‘2)0[71) mit b* = b — 2. Dann gilt

log|0;| = —log |1 — 2b| + log = —log V/7 + log 0.2939,

5+ 2b
1" t=

(26— a1
IA] = ‘(Cj +1)log 3.4281 — log /7 + log 0.2939‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.2666, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
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(viii.2)

(viii.3)

BUTD = (1 - 2b)ar— 1 g;j“) _ _(1=2b)a—1 (1-2b)a—1

T 120)a®@-1 . X@—2)ari-2

D=3undt= —% + nT\/E Hier lésst sich Sj wie folgt umschreiben:

o = (1-2b)a—l _ 1-2b (1 —1 2b+1 ), da b?> = b — 1 gilt. Dann gilt

3 (1-2ba-—1
sel 0; = (2—2b)at1—2b"

2—2b)a+1-2b ~ 2-2b 2+2b)at3
< 2b+1 V3
log |6;] =log |1l —2b] —log |2 — 2b| + log |1 — ———+——| = log — + 10g 0.9762.
8 |05] = log |1 = 26| —log|2 = 26| +-log (2+26)a+3' 06y T8
Verwendet man Lemma 3.7, so folgt fiir |y| > 4
V3
|Aj] = [(C; +1)log 5.7367 + log -+ log 0.9762| < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.16795. Widerspruch zu Lemma 3.7.
DzSundtz—%—i—%‘/g: log]5j|:log§+log0.966,

|A;] = :

3
(C; +1)1og 3.8473 + log \2[ +1og 0.966

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.1784, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=7und t= —% + %ﬁ In diesem Fall ldsst sich Sj folgendermaflen darstellen:

T _(=2)a-1 _ 1-2b 54-2b o2
0j = (2—21;)@:31—21) = 272 (1 - (6+2b)a+7) mit b° = b — 2. Es folgt

7
‘ 10z Y7 1 1020.9006,

log |6:] = log |1 — 2b| — log |2 — 2b] + 1o
g 1951 gl | — log | | + log W

542b
1272
(6+20)a+T7

VT
C; +1)log3.4281 + log ——= + log 0.9906
(Cj+1)log 8575 Tlos

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.0762, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

|Aj| =

TR CpUtD  (2—-2b)a+1-2b (2—2b)a+1—2b
/B(j ) = (2—2b)a+1—2b: BUT2 T (2=2b)a®@+1-2b T
.7 2—2b)a+1-2b
sei 8; = C20gt 2

D=3undt= —% + WT‘/?: Hier wird Sj wie folgt umgeschrieben:

5j = % =(2-2b) (1 + %), da b = b — 1 gilt. Daraus folgt

log |0;] = log |2 — 2b| + log

2b+1
14+ ——+——| =1log2+logl.3173.
+(2—2b)a—4b‘ og 2 +log1.3173
Unter Verwendung von Lemma 3.7 ergibt sich fir |y| > 4
|Aj| = [(Cj +1)log 5.7367 + log 2 + log 1.3173| < 0.12554.

Minimal fiir C; + 1 = —1, untere Schranke 0.7781. Widerspruch zu Lemma 3.7.
DzSundtz—%—i—%‘/g: log |0;] = log 2 + log 1.5832,

IAj] = |(Cj + 1) log 3.8473 + log 2 + log 1.5832] .
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(ix.3)

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —1, untere Schranke 0.1948, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
D=7undt= —% + %ﬁ Hier lasst sich d; wie folgt darstellen:

by = B2 — (2 2) (14 gy ) mit b2 = b— 2. Dann gilt

5+2b
2 — 20 — 4 — 4b

log |0;] = log |2 — 2b| + log

1+ ( ‘ = log 2v/2 + log 3.4346,

A] = ‘(Cj +1)log 3.4281 + log 2v/2 + log 3.4346‘ .

Minimal fiir C;+1 = —2, untere Schranke 0.1904, obere Schranke 0.0608603 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

{a+2—-3b,(1—3b)a—1,(2—3b)a+1—-3b} (D=3undt=—1+ 53

) CpUTD  gqo-3b +2-3b :
pUY =a +2—3b: U2 — a?é2)+2—3b - a(laf?ﬁb)a*l’ >l

o _at2-3b _ 1 6 it b2 = i
5 = (1a_3b)a_1 = 11 (1 _ (1—3b)a—1) mit b* = b — 1. Dann gilt

log|0;| = —log |1 — 3b| + log = —log V7 + log 0.3506,

o6
(1-3ba—1
IA] = ‘(Cj +1)log 3.8473 — log V7 + log 0.3506‘ .

Minimal fiir Cj + 1 = 1, untere Schranke 0.6737, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

i+1) L pUHY  (1-3b)a—1 (1-3b)a—1 - (1-3ba-1
BUTD = (1= 3b)a —1: Gy = A 30)a®@ 1 = ~Y2-30)at+1=3> 5 9 = 2 30)at1-3"

Da |(2 — 3b)a+ 1 — 3b| = |(1 — 3b)ar — 1] gilt, ist || = 1 und log |d;]| = 0.

Verwendet man die obere Schranke fiir |A;|, die in (ix.1) berechnet wurde, so erhélt man
fir C; +1 # 0 einen Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 gilt A; = 0, wodurch eine genauere
Untersuchung nétig wird.

j G+D 2—3b)a+1-3b 2—-3b)a+1-3b _ .
BUHY = (2—3b)a+1—3b: g(a‘+2) = (2(—3b)c)v(2)+1—3b = —a(a+)27_3b, sei
5. _ (2=3ba+1-3b
7T T at2-3b B B
Da [(2 — 3b)a + 1 —3b| = |(1 — 3b)a — 1| gilt, ist |6;] 7! gleich wie §; im Fall (ix.1) und

kann daher ebenso wie in diesem Fall behandelt werden.

{a+2—4b, (1 —4b)a—1,(2 — 4b)a+ 1 — 4b} (D =3 und t = — 1 + 5y3)

+1) _ L BUty 2-4b  _ 2-4b .
BUTY — o+ 2 —4b: 5T = a‘()‘Q‘)"+2_4b = O‘(loéju))afp sei
b = 5 = g (1 - iy ) mithilfe b2 = b — 1. Dann gilt
< 13 —4b
log |9;| = —log |1 — 4b| +log |1 — (141))1‘ = —log V13 + 1log 0.1709,
YTV

[yl = |(C5 + 1) log 3.8473 — log VI3 + log 0.1709)

Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.3544, obere Schranke 0.0295592 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
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i+1) _ L pYUtH  (1-4b)a—1 (1-4b)a—1 .
(X2) /8(.7+1) = (]_ — 4b)0{ —1: Z<j+2) = (1—41))04%)—1 = —QWM, Sel
T (1-4ba—1  _ 1—4b 13—4b 2 _ :
0j = (2(—4b)a)+1—4b = 2= (1 - (14—4b)a+15—8b)’ da b” =b—1 gilt. Es folgt
~ 13 —4b 13
log |6, = log |1—4b|—log |2—4b|+1og |1 — = log ——=+1log 1.0034
08 1] = 0g 10| ~log [2-0]-1og 1 ~ (20| —tog Y 2 41og 10031,
V13
Al = [(Cj 4+ 1)log 3.8473 + log ——= + log 1.0034] .
1A (C; ) log g 23 g
Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.0434, obere Schranke 0.0295592 fiir |y| > 6.
J
Widerspruch.
1 G+1) 2—4b)a+1—4b 2—4b)a+1-4b _ .
(x.3) pUHD = (2 —4b)a+ 1 —4b: g(1+2) = (2(74b)0)[<2)+174b = —a%, sei
5y = Betbal=ib _ (9 y) (1+%) mit b2 = b— 1. Dann gilt
- 13 —4b
1 | =log|2 —4 log|l+ ————| =1log2Vv3+log5.8318
og |d;] = log | b| + log +(2—4b)a—12‘ 0g2V/3 + log ,

A = ‘(Cj +1)log 3.8473 + log 2v/3 + log 5.8318‘ .

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —2, untere Schranke 0.311, obere Schranke 0.0295592 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

(xi) {a+3—4b,(2—4b)a—1,(3 — 4b)a+2 — 4b} (D =3 und t = —L + 3¥3)

. i Cpu+y _ o —4b .
(xi.1) BUTY =+ 3—4b: g<j+2> = a?gisfib = a(;‘fﬁ;)ail, sei
I 3—4b __ 1 9+4b 12 3
6 = (20‘7‘213)0‘71 = (1 — (274‘2)0471) mit b = b — 1. Dann gilt
. 94 4b

A] = ‘(Cj +1)log 3.8473 — log 2v/3 + log 0.1715) .

Minimal fiir Cj + 1 = 2, untere Schranke 0.311, obere Schranke 0.0295592 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

. it1) L pYUth  (2—4b)a—1 (2—4b)a—1 .
(xi.2) BUTY = (2 —4b)a—1: T = aoaa® 1 = OG- are-m

§ = el ot (1 — o ) mit b2 = b — 1. Somit gilt

(3—4b)at+2—4b — 3—4b 10+4b)a+12

. 9+ 4b 2v/3
log |6;| = log |2 — 4b| — log |3 — 4b| + log |1 — = log —— + log 0.9966,
o8 1] = 0g 2~ 48 ~ og 3 — a8+ 1og 1 = oA —tog 2% 4 1oy
2v/3
Al = |(C; 4+ 1)1og 3.8473 + log —— + log 0.9966 .
| ]| ( J ) log g\/ﬁ g

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.0434, obere Schranke 0.0295592 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
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. TR G+ (3—4b)at2—4b _  (3—4b)at2—4b _ .
(xi.3) BUTD = (3 —4b)a +2 —4b: §<]+2> (3_4b)a‘é)+2_4b = — g, sel
;= % (3 — 4b) (1 + WM), da b? = b — 1 gilt. Daraus folgt

9+ 4b
(3 4b)a — 7 — 8b

log |0;] = log |3 — 4b| + log |1 +

’ = log V13 + log 5.85156,

Aj| = |(C; +1)1og 3.8473 + log v/13 + log 5.85156 .
J J

Minimal fiir C; + 1 = —2, untere Schranke 0.354429, obere Schranke 0.0295592 fiir
ly| > 6. Widerspruch.

(xii) {204+1—b,(1+b)a+2,(1—b)a—1—b} (D=7 und t = -1 + 3T sowie D = 23,31, 35
undt——7+2f)

‘s J+1) U _ 2ay1-b _ _ 2at1-b _ 2a41-b
(xii.1) BUHD =20 +1 - b: Ermgy = 528550 = —affhats, sl 0 = e

D=7undt=-1+ 3%[ Da [2a+1—b| = |(1+b)a+2| gilt, ist |§;] = 1 und log |9, = 0
und so fiir |y| > 4

1A, = |(C} + 1)log 3.4281| < 0.139898.

Fiir Cj + 1 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 erhélt man A; = 0. Dieser
Fall wird spéter noch genauer untersucht.
D=23und t = —% + @ In diesem Fall kann ¢; folgendermafen geschrieben werden:

T 2a+41-b _ 2 (2+2b)at+l1-b> _ P2
(5] = (1?—b)a+2 = mm = 1+b (1 + m) mit b = b — 6. Dann fOlgt

3-b

’ —log v/2 + log 3.78396,

A] = ((Cj +1)log 0.655866 — log v/ + log 3.78396‘ .
Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.

Widerspruch.

D=31und t=—5 —|— “ﬁ : Hier l&sst sich (5 wie folgt umschreiben:
C_ 2a+1-b _ 2 _

5] = (1ib)a+2 o <1 + m) mit b2 = b — 8. Dann gilt

5-1b

N 2
| | =log2 —log|l | 1+ ——— | =log—
og |0;| = log og|l+b|+log|l+ (2+2b)a—|—4‘ ogm

+ log 0.3427,

2
Al =1{(Cj 4+1)1og1.7742 + log — + log 0.3427| .
A = |6+ Do s+ log03421

Minimal fiir Cj + 1 = 3, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35und t = —% + @: Hier wird d; folgendermaflen geschrieben:

S 2a+1-b __ 4 — i
(5] = a+ 1+b <1+ W) mit b2 = b—9 ES gllt

(1+b)at+2z —

6—0b

log|é:| =log2 —log |1 +b|+log|l + —— | =1
og|d;| = log og |1+ b + log +(2+2b)a+4 og\ﬁ

+ log 0.4004,
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(xii.2) AU = (1 +b)a+2:

9
C; + 1) log 2.0893 + log —— + log 0.4004/ .
(Cj+1)log 8 g Tl

Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.0525, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

|| =

gl+1) (+bjat2 _  (+bat2 .5 _  (I+blat2
B8G+2) T (1+b)a®+2 — " (1-ba—1-b’ J— (d-bja—1-b"

D=7und t= —% + %ﬁ Hier wird Sj folgendermaflen geschrieben:

5. _(4bot2 _ 14b 1+b 9 _ . .
5,] = Wo—él—b =10 (1+m), dab —b—2 gllt Man erhalt

1+b
3—b)a+1—3b

log |0;] = log |1 + b — log |1 — b] + log

1 +< ‘: log V2 + log 1.3253,

IA] = ’(Cj +1)log 3.4281 + log V2 + log 1.3253’ .

Minimal fiir Cj +1 = —1, untere Schranke 0.6038, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D=23und t = —% + @ In diesem Fall lasst sich 5j wie folgt darstellen:

S _(I4ba+2 14 3-b G2
0; = (1—b)a0:1—b = 2 (1 — (7_b)a+5_3b> mit b2 = b — 6. Es folgt

8 3-b 2V2

log|0;| =log |1+ b| —log |1l —b| + log |1 — = log — + log 0.428768

o8 5 = og 1.+ 8~ log 1~ ]+ Iog |1 — - = | — 1o 2Y2 + log0.4287,
2v/2

|A;| = |(Cj + 1) 1og 0.655866 + log + log 0.428768
J J

V6

Minimal fiir C;+1 = —2, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

D=31und t = —% + @ Hier kann 5]- folgendermaflen geschrieben werden:

5o _(+bat2 _ 14b 5—b op2 :
0j = (l—b)ail—b =15 (1 - (9—b)a+7—3b) mit b° = b — 8. Es gilt

5-b 0
+ log 1.0828,

~ 1
log |6;] =log|1 + b] —log |1l —b| +log |1 — = log ——=
o8 ] = og 1+ ~ o |1~ ]+ Jog L~ g2 =0 g Y8

V10
(C; +1)log 1.7742 + log ——= + log 1.0828

2v2

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35und t = —% + @ In diesem Fall schreibt man d; wie folgt:

N 1+b)a+2 _ . . .
0 = m = %—J_FZ (1 — m_&%), da b? = b — 9 gilt. Es ergibt sich

|| =

6—b V11
1 —log Y-~ 1 log 1.058
(10—b)o<—|—8—3b' 08 5~ T log L.UoS,

log |0, = log |1 + b — log |1 — b| + log

v11
|Aj] = [(C; +1)1og 2.0893 + log 3 + log 1.058
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(xii.3)

(xiii)

(xiii.1)

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.1567, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

] (3+1) 1—b)a—1—b 1-b)a—1—b . 1—b)a—1-b
Bty = (1 —b)a—1-b: Z(J” - (1(—6)3?2>_1—b = —al 2a )461—1) , sei g = 2a)f1 v

D=7undt=—%+3T: Da |20 +1—b| = |(1+b)a+ 2| gilt, ist |3;| " gleich wie §;
im Fall (xii.1) und kann daher analog behandelt werden.

D=23und t = —|— “ﬁ : Hier wird 5 folgendermaflen umgeschrieben:
S]:%—l (l+m>mltb2:b—6ESgllt

3—b
(2—2b)a—5—b

- 6
log |0;] =log|1 —b| —log2 + log |1 + ‘ = log \2[ +1og 0.616355,

6
IAj] = [(C} + 1)10g 0.655866 + log \2[ + 1log 0.616355] .

Minimal fiir C;+1 = —1, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
D=31und t = —% + @ Hier wird 0; wie folgt dargestellt:

< 1-b)a—1-b — — :
b = oot = 15 (14 ity ), dab? = b — 8 gilt. Dann folgt

5
| — log V2 + log 2.6947
+(2—2b)a—7—b‘ 08 V2 +log ’

log |0;] = log |1 — b — log2 + log

Ai| = |(C; + 1)1og 1.7742 + log V2 + log 2.6947| .
J J

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —2, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35und t = —% + @ In diesem Fall ist §; folgendermaflen darstellbar:

5j = % = % (1 + %) mit b2 = b — 9. Daraus folgt

6—0b
(2—26)@—8—b‘

= 3
log |0;] =log |1 — b —log2 + log |1 + = log 3 + log 2.36072,

3
|Aj] = ‘(Cj + 1) log 2.0893 + log 3 + log 2.36072| .

Minimal fiir C; + 1 = —2, untere Schranke 0.209239, obere Schranke 0.0443394 fiir
ly| > 7. Widerspruch.

{20 +2—bba+2,(2—b)a—b} (D=7und t = -3 + 3T sowie D = 23,31,35 und
t=—5+50)
2 2

(+1) _ o BYUtD  9a42-b . 2042-b 204+2-b
s =20+2-b: oy T 5@ = ¥ btz o o€ 0; = bat2 -

D=7undt= —% + M: Hier lésst sich 5j folgendermaflen schreiben:

6 = 22250 = 2 (14 =2 ) mit B = b — 2. Man erhilt

2ba+4

b
1
+2boz+4

log |6;] = log 2 — log |b] + log

-2
‘ = log V2 + log 1.3253,
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(xiii.2)

Ai| = |(C; + 1) 1og 3.4281 + log v/2 + log 1.3253] .
J J

Minimal fiir Cj +1 = —1, untere Schranke 0.6038, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

D =23 und t = — 1 + 223; Hier wird §; wie folgt dargestellt:
2 2 j

6 = %2250 = 2 (1+ ;) mit 82 = b — 6. Bs ergibt sich

b+ 2 2
* — + log 1.62244,

1 —1
+2ba+4‘ % /6

log |0;] = log 2 — log |b| + log

2
A = '(Cj + 1) 1og 0.655866 + log — + log 1.62244‘ .

V6

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

D =31 und t = —1 + 2L Hier lisst sich 3, folgendermaflen schreiben:
2 2 J

5 2042-b _ 2 b+4 2 _ . ..
d; = %‘;’H —5<1+2b;'ﬂ),dab = b — 8 gilt. Man erhélt

b+4

1
+2ba+4

log |0;] = log 2 — log |b] + log

‘ = —log V2 +1og0.3711,

A] = ’(Cj +1)log 1.7742 — log v/2 + log 0.3711] .

Minimal fir Cj + 1 = 2, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

D =35und t = —L+ 235 Hier ist §; wie folgt darstellbar:
2 2 j

6 = 22250 = 2 (14 322, ) mit b = b — 9. Man erhilt

1+

2
= log = + log 0.4236,

log |0;| = log 2 — log |b] + log 3

b+5
2ba + 4

2
|A;| = ’(Cj + 1) log 2.0893 + log 3 + log 0.4236‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.2092, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

(G+1) _ CBUtD pat2 o ba2 S F bat2
B =ba+2: 30D ~ ba@+42 — ¥(@=b)a—b 0j = Z—b)a—b"

D=7undt=-1+ %ﬁ Da 20+ 2 — b| = |(2 — b)a — b| gilt, ist ||~ gleich wie d;

im Fall (xiii.1) und kann daher analog behandelt werden.
D=23und t = —% + @ Hier lésst sich 5]- folgendermaflen umschreiben:

_ _ba+2 Db b+2 : 2 __
(S] = (2—b;_a—b =33 (1 — m) mit b = b — 6. Es fOlgt

b+ 2
b+6)a+6 — b

0 + log 2.33227,

log |0;] = log |b] — log |2 — b] + log Wi

= log

T
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(xiii.3)

V6
C; + 1) log 0.655866 + log —= + log 2.33227
(Cj +1)log 8505 108
Minimal fiir C; + 1 = 2, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
D=31und t= —% + @ In diesem Fall lésst sich 4, folgendermaflen umschreiben:

|A;] =

0j = (23%)2271; = ﬁ (1 — %), da b = b — 8 gilt. Daraus folgt

< b+4 2v/2
log |0;| = log|b] —log|2 — b| + log |1 — = log —= + 10g 0.9235
o815 = og ]~ log 2~ ] + 1o |1 — - og 2 4 o 0.9235,

22
Al = |(C; +1)1og1.7742 + log —— + log 0.9235
‘ ]| ’( J ) log g\/ﬁ g

Minimal fir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35und t = —% + @ Hier lasst sich d; folgendermafen darstellen:

5 ) mit b2 = b — 9. Man bekommt

5= ba+2 b 1— b+5
J 7 (2-ba-b T 2-b (b+9)a+9—b

b+5
b+9a+9—b

log |0;] = log |b] — log |2 — b| + log

3
' = log —= + 10g 0.9452,

V11

T

1A =

3
C; 4+ 1)log2.0893 + log —— + log 0.9452| .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.1567, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

1) CpU+y (2—b)a—b (2—b)a—b . § _ (2=b)a—b
BUTY = (2 —bja—b: 5070 = pja®—p — " Caatz s 50 = Gara -

D="7undt=—1+ 37 Da|2a+2-b| = |(2—b)a—b| gilt, ist 6;] = 1 und log ;| = 0
2 2 J J

und so fiir |y| > 4
IA;] = |(C; + 1) log 3.4281| < 0.139898.

Fiir C; +1 # 0 erhdlt man einen Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ergibt sich A; = 0, somit
wird eine genauere Untersuchung notwendig.
D=23und t = —% + @ Hier kann ¢; folgendermaflen geschrieben werden:

N 2—b)a—b — . ..
5 = Gbah _ 2ob (1 n %) da b? = b — 6 gilt. Man erhilt

b+ 2
4= 2b)or— 2 — 3b

log |0;] = log |2 — b — log 2 + log

1+ ( ’ = log V2 + 1og 0.264273,

A;| = [(C; + 1)10g 0.655866 + log v/2 + log 0.264273| .
J J

Minimal fiir C; +1 = —2, untere Schranke 0.1406, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.
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(xiv)

(xiv.1)

(xiv.2)

D=31lund t= —% + @ In diesem Fall kann Sj wie folgt dargestellt werden:

T _ (2-ba-b _ 2-p b+4 : — ;
0j = 2a+2a_b = (1 + (47%)2747%) mit b> = b — 8. Es gilt

/i

4 1
b+ ‘ = log TO + log 2.9178,

4—2b)o— 4 — 3b

log |6;] = log |2 — b — log 2 + log

1+(

|| = :

V10
(Cj +1)log 1.7742 + log - +log2.9178

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —3, untere Schranke 0.1911, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35und t = —% + @ Hier lasst sich 6; wie folgt schreiben:

0 = Gt = 52 (14 bty ) mit b2 = b— 9. Man erhilt

20+2—b

= b+5 11
log |0;] = log |2 — b] — log 2 + log + ‘ VI

— log Yo 1 log 2.4976
1—2)a—5—_3p B g T8 ’

1+ 7

|| = :

V11
(Cj + 1)1og 2.0893 + log 5~ + log 2.4976

Minimal fiir C;+1 = —2, untere Schranke 0.0525, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

{2043 —b,(1-b)a—2,(3-ba+1-0b} (D=19 und t = —% + 12)

(+1) — L BYUtD  9a43-b . 2a+43-b
B =2a+3—-0: 50T = 2a@43.5 = St

S 2a+3-b __ 2 2—3b 2 __ :

sei

log |0;] = log 2 — log |1 — b| + log

1+( 2-3b

2
270 I log - +1og 1.20615
2—2b)a—4‘ 8 5 T8 ’

V5
2
Al = ‘(C’j + 1)1og 0.600919 + log 7 + log 1.20615‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.0759, obere Schranke 0.0143336 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

1) CBUD  (1-b)a—2 (1-b)a—2
I8(J+1) = (1 — b)a —2: ﬁ(jJrQ) - (1_b)a?2)_2 - _amlilflﬂ

T _ _(1=ba-2 _ 1-b 2-3b P2

sei

2 — 3b
5 5 4 log11.3749,

log |0;] = log |1 — b — log |3 — b| + log 2+3b)a+4+b‘ zlogﬁ

1+(

NG
C; + 1)1og 0.600919 + log —— + log 11.3749
(Cj+1)log g g e

Minimal fiir C;41 = 4, in diesem Fall wird A; = 0. Dieser Fall wird gesondert betrachtet.

|A;] =
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(xiv.3)

(xv.2)

i _ gU+th  (3—b)atl-b (3-b)at+l-b _ .
pUTY = B3—-ba+1-0b: 56T = (3—b)a§¥2)+1—b = —aigafg_b , sei
T (3=batl-b _ 3-p 2-3b 12 :
~ 2—-3b 11
log |9;| =1log |3 —b| —log2 +log |1 — 6 —2ati- 5b‘ = log 5 + log 0.0728871,
V11

A =

(Cj + 1) log 0.600919 + log 5 + log 0.0728871] .

Minimal fiir C; +1 = —4, untere Schranke 0.0759, obere Schranke 0.0143336 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

(Ba+2—b,(1+ba+3,(2—bja—1—b} (D=2331 und t = —L 4+ D)

(G+1) _ _p BYUTY 30426 3a42-b 3a+2—b
B =3a+2-b: BGFD T 3a@+2-b a(1+b)a+3’ sei ; = (1+b)a+3

D=23und t = —% + @ Hier kann Sj folgendermafien geschrieben werden:

S _ B3at2-b _ 3 1 P2
5]‘*(1ﬂr)a+3*m<1_(3+3b)a+9> mit b* = b — 6. Es folgt

1

N 3
log|0:| =log3 —log|l +b|+log|l - — | = log ——
og|d;| = log og |1+ b + log (3+3b)a+9' %575

+ 1og 0.782799,

3
Aj| = |(Cj + 1) 1og 0.655866 + log —= + log 0.787299| .
Al = [ + Do 505 +log0.187299

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.186, obere Schranke 0.0794977 fiir |y| > 5.
Widerspruch.

D=31und t=—5 —|— “ : Hier kann (5 wie folgt dargestellt werden:
&z&‘ﬁi&z%(l—&-m),da b? = b — 8 gilt. Daraus ergibt sich
log 6| = log3 — log |1 4 b| + log |1 + = ‘ log —— + log 0.8915
ogld;| =log3 —lo 0 — | =log—= . )
81041 =085 =08 S R TS ) Bt BV R
3
Al =1(C;4+1)1og1.7742 + log — + 1og 0.8915| .
A = [i€5 + Do ¢+ og08915

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.1675, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

) BUHD  (14b)at3 _  (1+b)a+3 (1+b)at3
BUHD = (14 b)a+3: 5(J+2) (1(+b)a?2)+3 = a(2—b)a(il—b’ sei ) = o b)aal b

Da |(1+b)a+ 3| = |(2 - b)a — 1 — b| gilt, ist |§;| = 1 und log |§;| = 0 und so
[Aj] = 1(Cj + 1) logal| < S.

Die obere Schranke S wurde fiir jeden Wert ¢ in (xv.1) extra berechnet. Fiir Cj 4+ 1 # 0
ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 bekommt man A; = 0, und dieser Fall muss
noch genauer betrachtet werden.
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(xv.3)

(xvi)

(xvi.1)

(xvi.2)

(xvi.3)

(xvii)

(xvii.1)

(xvii.2)

BUHD — (2~ B)a—1—b-: U  (2—b)a—1-b _O[(Z—b)a—l—b, soi Sj _ (2-ba-1-b

BU+2) (2—b)o¢(2)—1—b~_ 3a+2~—b 3a+2—b
Da [(1+b)a+3| = [(2—b)a —1—1b| gilt, ist |§;]~ gleich §; im Fall (xv.1) und kann
daher analog behandelt werden.

{5a+3—b,(2+b)a+5,(3—bja—2—b} (D =23 und t = —§ + 1)

G+1) _ 3 BYUtD 5043-b . Bat3—b .
/6 = 50[ + 3 b . ﬁ<j+2) - 504(2)4,37(; - a(2+b)a+5’ Se1

S _ b5a+3-b __ 5 13 : 2 _

13

. 5
log |5, = log 5 — log |2 + b| +1 _1
0g |9] = log5 —log |2+ b| + log 10+5b)a+25‘ ®oV3

+ 1og 0.0698106,

T

5

Al =1(C; 4+ 1)10g 0.655866 + log —~= + log 0.0698106 .

Al = [+ Do 0 g |
Minimal fiir Cj 4+ 1 = —5, untere Schranke 0.186, obere Schranke 0.0393074 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

i+1) _ L BUTYD  (24b)at+s o (24b)atd __(24b)ats

pUTD = (2 4+ b)a +5: 50 = (2+b)a?2)+5 = aES—b)a(iQ—b’ = B ha 5
Da [(2+b)a+5| =|(3 —b)a — 2 — b gilt, ist |§;| = 1 und log|6;| = 0.
Verwendet man die obere Schranke fiir |A;|, die in (xvi.1) berechnet wurde, so erhilt
man fiir C; +1 # 0 einen Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 folgt A; = 0, wodurch noch eine
etwas genauere Untersuchung notwendig wird.

sei 9

i1) L pUtl  (3—b)a—2-b (3—b)a—2-b .3 (3=ba—2-b
AU = (3-b)a—2-b: 50T = Bha® -5 = O Batsp 510 = 50w -

Da (2 4+ b)a + 5| = |(3 — b)a — 2 — b| gilt, ist [§;]~! gleich wie d; im Fall (xvi.1) und
kann daher analog betrachtet werden.

{50 +4—3b, (1 4+ 3b)a + 5, (4 — 3b)a — 1 — 3b} (D =31 und ¢ = —L + 231)

(G+1) — _ap . BUTY  Bo44-3b _ _  5a+4-3b
b =Sa+4-3b: BGFD T 5a®@t4—3b  C(1+3b)ath’

S _ bat+4-3b _ _5 51 .12 .
0j = (1i3b)a+5 = 1430 (1 + (5+15b)a+25> mit b~ = b — 8. Es gilt

51
5+ 15b)a + 25

log |0;] = log 5 — log |1 + 3b| + log

5
1+ ( ‘ = log ——= + log 0.0266,

2v/19

2v/19

Minimal fiir Cj + 1 = 7, untere Schranke 0.1675, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

)
|Aj| = ‘(C’j +1)log1.7742 4+ log ——= + log0.0266' .

11 L BUHD  (143b)ats (1+3b)a+5 7 _  (14+3b)a+5b
BUHD = (14 3b)a+5: gG+D — (1+3b)a(é)+5 - (4—3b)a—061—3b’5j - (4—3b)afl—3b’

Da |(1+ 3b)a+ 5| = |(4 — 3b)a — 1 — 3| gilt, ist |d;] = 1 und log |d;]| = 0.

Unter Verwendung der oberen Schranke fiir |A;|, die in (xvii.1) berechnet wurde, ergibt
sich fiir C; +1 # 0 ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0. Dieser Fall wird spéter
noch genauer untersucht.
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(xvii.3)

(xviii)

(xix)

(xx.2)

i+1) _ CpUt (4-3b)a—1-3b (4-3b)a—1-3b 7 _ (4—3b)a—1-3b
BUTY = (4=8b)a—1-3b: Gy = (gt gy =~ sarim 0 = Satiwm

Da |(1+3b)a+5| = |(4 — 3b)ar — 1 — 3b] gilt, ist [§;]~! gleich wie §; im Fall (xvii.1) und
kann daher wie im Fall (xvii.1) behandelt werden.

{e?+a+1,a2+a+1,a2+a+1} (D = 15,19,35,39,43,47,51,55 und t = —& + /D)
Man erhiilt |0;] = 1 und log |§;| = 0 und so

[Aj] = 1(Cj + 1) logal| < S.

Die obere Schranke S wird fiir jedes ¢ mittels (3.4) extra berechnet. Fiir C;+1 # 0 folgt
ein Widerspruch. Fiir Cj +1 = 0 ist A; = 0, sodass eine genauere Untersuchung dieses
Falles notwendig wird.

{(0®+a+12 (a®+a+1)% (0® +a+1)?} (D =19,35 und t = —§ + /P)
Man bekommt |§;| = 1 und log|d;| = 0 und so

A4l = [(Cj +1loglal| < 5.

Die obere S wird fiir jedes t unter Verwendung von (3.4) extra berechnet. Fiir Cj+1 # 0
bekommt man einen Widerspruch. Fiir C; 4+ 1 = 0 ergibt sich A; = 0, und man muss
diesen Fall noch genauer untersuchen.

{(a+1-0)2 (ba+ D2 ((1 = b)a—b)2} (D=3 und t = —1 + 73 sowie D = 7 und
t=—3+ 0

; (G+1) +1-b)2 —b . 3 —b
BUTD = (a+1-1b)*: Z(j+2) - ((i?z>+1—)b)2 = (—ao‘bZil )?, sei §; = (“bZil ).

D=3 undt= —%—i—%\/ﬁ: Da |o+ 1 — b| = |ba + 1] gilt, ist |d;] = 1 und log |d;] = 0.
Verwendet man Lemma 3.7, so bekommt man fiir |y| > 4

IA] = [(C; + 1) 1og 5.7367| < 0.12554.

Fiir Cj 41 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 folgt A; = 0. Dadurch wird
eine genauere Untersuchung dieses Falles notig.
D=7und t= —% + %ﬁ Hier wird Sj folgendermaflen umgeschrieben:

5= (a+1—b>2 _ <l (1+ 1 ))2 mit b2 = b — 2. Dann gilt
i = \ barl —\D ba+1 - ’ gl

1+

log |0;] = 2 (—log |b| + log

:2(—1 2 + log 0.754 )
ba—i—l‘) og\f%— 0g 0.75456

IAj] = |(Cj + 1) log 3.42811 + 2 (— log 2 + log 0.75456)| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.024, obere Schranke 0.019646 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

, G+1) ba+1)2 o i S o
BUY = (ba+1)% §<§+2> - (b(a(;)_+)1)2 = ( %)2’ sei 0; = (%)2'

Da |ba 4 1] = |(1 — b)a — b| gilt, ist |§;| = 1 und log |d;| = 0.
Man bekommt
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(xx.3)

(xxi)

(xxi.1)

(xxi.2)

(xxi.3)

(xxii)

(xxii.1)

Die obere Schranke S wurde fiir jedes ¢ einzeln in (xx.1) berechnet. Fiir C;j+1 # 0 folgt
daraus ein Widerspruch. Fiir C; + 1 = 0 gilt A; = 0. Dieser Fall wird noch gesondert
betrachtet.

. (7+1) —b)a—>b)2 —ba— .3 —ba—
AU = (1 = ba =8 : Sy = it = (—alRR, sei & = (K%,

Da |ba + 1| = |(1 — b)a — b| gilt, ist [d;]~" gleich wie d; im Fall (xx.1) und kann daher
analog behandelt werden.

= (—a

{0 +a 42,202 +a+1,20% +3a+2} (D =31 und t = —1 + 3Ly

; o pU+n 2 2 2 2 .
pUtD =a® +a+2: g<y’+2> = a<§zi§$>+2 =a? 20;2:%11’ sel
5. — o’tat2 _ 1 +3
0j = 2a7tai1 = 2 (1 + m> Dann folgt
- a+3
log || = —log2 +log |1 + W raril™ —log2 +1og0.4511,

Aj| = |(C; +1)log1.7742 — log 2 4 log 0.4511] .
j J

Minimal fiir C; + 1 = 3, untere Schranke 0.23096, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

(G+1) _ 0,2 . BUtY 202+a+1 2 202+a+1  : §. _ 202+a+l
B =20+ a+l: 55 = g er 0@y = @ 20743at20 S€ 0j = 30733012

Da |202 + a + 1| = 202 + 3a + 2| gilt, ist |§;| = 1 und log |d;| = 0.
Verwendet man die obere Schranke fiir |A;|, welche in (xxi.1) berechnet wurde, so erhélt
man fiir |y| > 6

1A, = |(C; + 1) log 1.77423| < 0.143915.

Fiir C; 41 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0. Dieser Fall wird
spéater genauer untersucht.

G+1) _ 9.2 CBYUtD 90243042 220243042 o 5. _ 2a%+3a+2
I6] =20°+3a+2: 507D = 302130013 = @ aZrats > S 0; = T

Es gilt [202 4+ o+ 1| = [2a% + 3a + 2|. Darum ist |d;| =" gleich wie §; im Fall (xxi.1) und
kann daher analog behandelt werden.

{a®+a+4,40 +a+1,40% + Ta +4} (D =35 undt:_%"‘@)

: o puty 2 4 - 2 4 .
U =a® +a+4: g(j+2> = a<55213$>+4 = Oﬁf&ﬂ%ﬁl? sel
T oHatds 1 3a+15 :
0; = 40;2+O;+I =17 (1 + 4a§‘+a+1>. Dann gilt
- 3a+15
log |0j] = —log 4 + log |1 + 2 raril™ —log4 4 1og 0.09045,

;] = [(C; + 1) 10g 2.08931 — log 4 + log 0.09045 .

Minimal fiir Cj + 1 = 5, untere Schranke 0.10505, obere Schranke 0.0768766 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
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(xxii.2)

(xxii.3)

(xxiii)

(xxiii.1)

(xxiii.2)

(xxiii.3)

(xxiv)

(G+1) _ g2 CBYTD 4024041 2 daP+atl . 5. 4aP4atl
g =4a”+a+1: 30D T 1a@24a@41 Y 1a2t7a+4> 5O 0j = IaTi7aid-

Da |[402 + a + 1| = [40® + Ta + 4| gilt, ist |§;| = 1 und log |d;| = 0.

Man verwendet die obere Schranke fiir |A;|, die in (xxii.1) berechnet wurde und erhélt
damit fiir C; +1 # 0 einen Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 gilt A; = 0, sodass eine
genauere Untersuchung dieses Falles notwendig wird.

G41) _ 4.2 L BUTY  4a?47044 240247044
g =4da” +T7a+4: 307D — 1a@?47a@14 — ¥ aZvatd

Da |[402 4+ a + 1| = [4a? + Ta + 4] gilt, ist |d;| =" gleich wie §; im Fall (xxii.1) und kann
daher analog behandelt werden.

sei 0; =

o +2a+2,0%+1,20% +2a+1 D:31,35undt:—l+i‘/5
2 2

G+1) _ 2 CBUtD  a242042 20242042
g =a"+20+2: 5omm T Jeraa®iz = O ati

Da a2 + 20+ 2| = |a? + 1] gilt, ist ;| = 1 und log |d;| = 0.

Man erhlt fiir [y| > 6 (fir t = — + @) bzw. fiir |y| > 7 (fir t = —3 + “/gﬁ)

o?+2a+2

, sei 0 = T

1A = [(Cj +1loglal| < 5.

Fiir Cj + 1 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; + 1 = 0 folgt A; = 0, sodass dieser
Fall noch genauer behandelt werden muss.

1) _ 2 CBYUTD  a241 9 o241 CF 0 a?41 1 201
pUTY =a? 4+ 1: 3T — a1 = O aatroarTr 501 0 = sar5a77 = 3 (1 - 2a2i2a+1>'
Es gilt

= 20 — 1
log|6:| = —log2 +1log|l — ——————|.
0g |9 0g 2+ log 20424-204—1—1‘

D=3lundt= -1+ log|3:| = —log2 + log 0.8948,
2 2 J

|Aj] = |(Cj +1)1og1.77423 — log 2 + log 0.8948| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.231, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.
D=35undt=—1+235.  log|f;| = —log?2 + log 0.9083,

IAj] = |(Cj + 1) 10g 2.0893 — log 2 + log 0.9083| .

Minimal fiir C; + 1 = 1, untere Schranke 0.0525, obere Schranke 0.0443394 fiir |y| > 7.
Widerspruch.

G+1) — 9,2 CBUD 20242041 _ 220242041 . F. _ 20242041
I6] =20°+2a+1: 50T = 2a@2 12031 = @ 120120 € 0 = e Pl

Da |a? + 2o + 2| = |o® 4 1| gilt, ist |§;|~! gleich wie §; im Fall (xxiii.2) und wird daher
analog behandelt.

{a? +(3—4b)a+1—2b,(2b — a4+ (4b—1)a+ 1,20 —Da®> +a+1-2b} (D=3
undt:—%—i-%)
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(xxiv.1)

(xxiv.2)

(xxiv.3)

(xxv)

(xxv.1)

(xxv.2)

(xxv.3)

' (G+1) 24
BUH) = a2 + (3 —4b)a+1—2b: Z(j+2) = omy
6

a?+(3—4b)a+1-2b 1 1— (2b—6)a—2
(20—1

2b—1)o2+(db—1)a+1  2b—1 YaZ+(4b—1

Ya+1—2b — a2 a?+(3—4b)a+1—2b
Ya)+1-2b (2b—1)a?+(4b—1)a+1"’

)a+1> mit b?> = b — 1. Dann gilt

—4b
—4b

sei Sj =1

log |0;] = —log|2b — 1| + log = —log V3 +1log 0.117,

. (2b— 6)a — 2
(2b—1)a?+ (4b—1)a+1
A] = ’(C,- + 1) log 3.84732 — log v/3 + log 0.117‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 2, es ergibt sich A; = 0, sodass man diesen Fall spéter genauer
untersuchen muss.

i+t1) _ 2 L pUtD  (2b—1)a?+(4b—1)a+l 2 (2b—1)a?+(4b—1)a+1
ﬁ(j ) = (Qb_l)a +(4b_1)a+1 ©BG+TD) T (20-1)a@24(4b—1)a@ 41 T -« (2b—1)a2+a+1—2b

. § _ (2b=1)a2+(4b—1)a+1
sei 0j = @-1a2+ati-2b

Da [(2b—1)a?+ (4b—1)a+1| = |(2b—1)a® +a+1—2b| gilt, ist |3;] = 1 und log|d;| = 0.
Fir |y| > 4 gilt

IAj| = |(C} + 1) log 3.84732| < 0.124119.

Fiir C; 4+ 1 # 0 folgt daraus ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0, dieser Fall
wird spéter gesondert betrachtet.

(+1) _ _ 2 _op . UL (2b-1)a®+a4+1-26 o (2b—1)a’4a+1-2b
/B = (2b l)a + o+ 1 2b : ﬂ(j+2) - (Qb—l)a(2)2+ll(2)+1—2b = o a2+(3—4b)a+1—2b’
L2 (20—1)a4at1-2b
sei 0j = o+ (3—4b)at1-2b"

Da [(20 — 1)a® + (4b — Do+ 1| = |(2b — 1)a® + a + 1 — 20| gilt, ist |§;]~" gleich wie d;
im Fall (xxiv.1) und kann daher analog behandelt werden.

{a? + (4 — 4b)a — b, (3b — 3)a® + (4b — 2)a + 1,ba® — (2b — 4)a + 3 — 3b} (D = 3 und
t=—3+ 23
2 2
i o L pUth a2 (4—4b)a—b o+ (4—4b)a—b
BUTD = a? 4 (4 - 4b)a —b: BTFD T @ (4_4b)a®—b o (3b—3)a’+(4b—2)a+1’
ST a?+(4—4b)a—b 1 (8b+2)a+2 12 .
sel 0j = Gp—g)a’+(@—2)atl = 36-3 (1 + (3b73)a2+(4b72)a+1> mit b° = b — 1. Es gilt

log |0;| = —log|3b — 3| + log

2 2
1+( (8b+2)a + ’

= —log3 + 1log 0.4189
36— 3)a? + (4b— 2)a + 1 089+ log :
|Aj] = |(Cj +1)log 3.84732 — log 3 + 1og 0.4189] .

Minimal fiir C;j +1 = 1, in diesem Fall ist A; = 0, wodurch eine genauere Untersuchung
dieses Falles notwendig wird.

BUTD = (3b-3)a%+(4b-2)a+1: By = R HO AL — —o2 QiR
5= (3b—3)a2+(4b—2)a+1
S€L 0 = pa2—(2b—4)at3-3b °

Da |ba?® — (2b — 4)ar + 3 — 3b| = |® + (4 — 4b)a — b| gilt, ist |d;|~" gleich wie §; im Fall
(xxv.1) und wird darum analog behandelt.

G4+1) — p 2 . _qp . BYUtD ba?—(26—4)a+3-3b o ba’—(2b—4)a+3—3b
B =ba*—(2b—4)a+3-3b: FGTD T ba@2_(2-4)a@13-3b ¢ aZ+(d-dba—b
. 5 _ ba’—(2b—4)a+3-3b
sei d; = o2+ (4—4b)a—b
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Es gilt [ba? — (2b—4)a + 3 — 3b| = |a® + (4 — 4b)a — b|, woraus |§;| = 1 und log |d;] = 0
folgt. Man erhélt fir |y| > 4

IA;] = [(C; + 1) log 3.84732| < 0.124119.

Fiir C;j 41 # 0 ergibt sich ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 folgt A; = 0. Dadurch wird
eine genauere Untersuchung dieses Falles erforderlich.

(xxvi) {a?+ (4—6b)a—1—b,(5b—4)a®+ (6b—2)a+1,(b+1)a® — (4b—6)a+4—5b} (D =3
und t = —% + %)

(xxvi.l) BUH) = a2 4+ (4—6b)a — 1 —b: 800 — _a+(d=6hal-b _ 2 af+(d-Gha—1-b

BT T a®@Z{(d—6b)a®@ 1-b ¥ (Bb—4)a?+(6b—2)a+1’
.5 a?+(d-6ba—1-b 1 (8b+16)a+8—6b 2 .
sel 0j = (Bp—t)a?+(Gb—2)at] — 56-1 <1 + (5b—4)a2+(6b—2)a+1>’ da 0% = b — 1 gilt. Dann

log |0;] = — log |5b — 4| + log = —log V21 + log 0.3096,

1+( (8b+ 16)a + 8 — 6b '

5b —4)a? + (6b — 2)ar + 1

IA] = ‘(Cj +1)1og 3.84732 — log v21 + log 0.3096‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 2, und es gilt A; = 0. Dieser Fall wird noch genauer betrachtet.

. 1) 2 L pUth  (Bb—4)a?+(6b—2)a+l 2 (5b—4)a+(6b—2)a+1
(xxvi2) U = (5b—4)a+(6b—2)a+1 : G070 = Go—0)a® T+ (60—2)a®@+1 — ¥ (BrDa’—(db—6)ari_5b’
.5 (5b—4)a?+(6b—2)a+l _ 5pb—4a (16b+4)a+8+14b .12
sei 0j = (b+1)a2—(4b—6)a+4d—5b — b+1 (1 - (6b79)a2+(26b74)a+9+15b) mit b° = b—1. Dann
gilt

log |0;] = log |5b — 4| — log |b + 1| + log

(16b + 4)o + 8 + 14b
6b — 9)a2 + (26b — 4)or + 9 + 15b

1—
(
= log V/7 + log 2.8523,

|A;] = [(C; + 1) 1og 3.84732 + log VT + log 2.8523| .
Minimal fiir C; +1 = —2, untere Schranke 0.67369, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

Uty (b+1)a®—(4b—6)at+4-5b
BUTD T (b+1)a@?2—(4b—6)a® +4—5b

(xxvi.3) AU = (b4 1)a? — (4b— 6)ar +4 — 5b :
2 (b+1)a>—(4b—6)a+4—5b
a?+(4—6b)a—1-b

. 7 b+1)a?—(4b—6)a+4—5b 4b—4)a+4—2b .
sei 0j = ( +a%+(4(_66)a)—1+—b =(+1) (1 + (b+1()a2+21(;r—8b)a—3b> mit b* = b~ 1. Daraus
folgt

(4b — 4)a +4 - 2b

log |d;] = log |b+ 1| + log b+ 1)a? + (10 — 8b)a — 3b

1+( ‘zlog\/§+log1.1324,

A] = ‘(Cj +1)log 3.84732 + log v/3 + log 1.1324‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.67369, obere Schranke 0.124119 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
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(oxvii) {2 + (2= 2b)a — b, (b—1)a2 + 2ba + 1,ba® + 2a + 1 — b} (D = 7 und ¢ = — 5 + 37T

.. i+1) 2 CpUTD a2 (2—2b)a—b 2 a?+(2—2b)a—b
(xxvii.1) BUTD =a? 4+ (2 —2b)a—b: T = 20 (- ah)a® 5 — & (-Da 3hail’

S5 a2+(2726)afb 1 20+1 . 2
8815J _m_ﬁ(l_k(b*l)a%W) mit b = b — 2. ESfOlgt

log |0;] = —log|b — 1] + log = —log V2 + log 0.4125,

200+ 1 ‘
1+<

b—1)a? + 2ba +1

IA;] = |(C; 4 1) log 3.4281 — log V2 + log 0.4125| .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 1, in diesem Fall ist A; = 0. Dieser Fall wird noch gesondert
betrachtet.
i i+1) _ 2 L pUth  (b—1)a?42ba+1 2 (b—1)a?+2ba+1 .
(oevit.2) BUTY = (b= 1)a® + 2+ 1: iy = Giatm et =~ atiaart s 0 5
5= (b—1)a®+2ba+1
J 7 baZ+2af1-b - . .
Da |(b—1)a? + 2ba + 1| = |ba? + 2a + 1 — b| gilt, ist |§;] = 1 und log|d;| = 0.
Man erhélt fiir |y| > 4

IAj] = |(Cj + 1) log 3.4281| < 0.139898.

Fiir C; + 1 # 0 folgt daraus ein Widerspruch. Fiir C; +1 = 0 ist A; = 0, was eine
genauere Untersuchung dieses Falles n6tig macht.

i (J+1) 2 _ 2 _
BUTY =pa2 +2a+1—b BY ba’+2a4+1-b  _ _ 2 ba?42a+41-b

F BT T ba@242a®@ 416 Y a2t (2—2b)a—b’ SO

(xxvii.3)

S, _ ba?4+2a+1-b
J 7T a?+4+(2-2b)a—b"

Da |(b—1)a? +2ba+1| = |ba® +2a 41 —b| gilt, ist |§;] ! gleich wie §; im Fall (xxvii.1).
Daher kann dieser Fall analog behandelt werden.

(xxvii) {a2+ (3—2b)a—b, (b—2)a%+(2b—1)a+1,ba®+3a+2—b} (D = 7und t = —1 4 3T

1) 2 CBUTD  a?4(3=2b)a—b  _ 9 a®+(3—2b)a—b i
(xxviii.1) BUTY = 2 4 (3—2b)a—b: 5070 = 2l (3 20)a® 5 = ¢ pmoa? i @zh-Tati 5
T a’+(3-2b)a-b  _ 1 (3b—1)a+1+b 2 .
0j = B=3)a2t@—T)atl — 5-2 (1 + (b72)a2+(2b71)a+1)’ da 0" = b — 2 gilt. Daraus folgt

log |0;| = —log |b — 2| + log

= —log 2 + log 0.583411,

1+( Bb—1La+1+b ‘

b—2)a?+ (2b—1)a+1
|Aj| = |(Cj +1)log3.4281 — log 2 + log 0.583411] .

Minimal fiir C; +1 = 1, in diesem Fall ergibt sich A; = 0, wodurch eine genauere
Untersuchung nétig wird.
BT~ -2)a@2r(2-Da®@+1 Y T ba?F3at2—b

S5 (0=2)a?+(2b—Datl _ p—2 (2b—2)a—2+2b o9 )
sel 0j = 23 3at2-b = b (1 + (b+2)a2+(3b76)a+273b) mit b” = b — 2. Es gilt

(xxviii.2) BUHD = (b—2)a+(2b—1)a+1: 220 = _(G-Dard@-lail _ _ 2(0=2)e’+(2b—Latl

(26— 2)a — 2+ 2b
b+2)a + (3b— 6)a+ 2 — 3b

log |0;] = log |[b—2|—log |b|+log |1 + (

‘ = log v/2+log 1.5754,
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A] = ‘(Cj +1)log 3.4281 + log V2 + log 1.5754] .

Minimal fiir Cj 4+ 1 = —1, untere Schranke 0.4309, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
; L BUTL a2 -5 ba? —b .
(xxviii.3) BUH) =ba® +3a+2—b: g<j+2) = ba<§zi§3$>2+2_b = —04270[20‘4_{53_0‘2';)20[_17, sei

S _ba’+3a42-b _ (14b)a .79 .

1 (1+b)a
ba? + (b+4)a+2—-0b

log |6;| = log |b] + log

' = log V2 + log 1.088,

IA] = ‘(Cj +1)log 3.4281 + log v/2 + log 1.088‘ .

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.4309, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.

(xxix) {a?+(4—2b)a—0b, (b—3)a?+(2b—2)a+1,ba’ +4a+3—b} (D =Tund t = —%—I—%ﬁ)

L BUtYD Q24 (4-2b)a—b 2 a?+(4-2b)a—b

. y 1 _ 2 _ .
(exix.1) BUFY = a® + (4 = 20)a —b: G5 = Sumy (e = 3 1@ DatTs 5O

5 o?+(4-2b)a-b 1 (6b—6)a+1+2b 9 .
b = et = 5 (1 + G syt ) da b = b — 2 gilt. Bs folgt

log |0;] = —log |b — 3| + log = —log 2v2 4 log 0.8251,

(6b—6)or+ 1+ 2b ’

1
* (b—3)a?+ (26 —2)a+1

Ai| = [(C; + 1)1og 3.4281 — log 2v/2 + log 0.8251 .
J J

Minimal fiir C; + 1 = 1, dann gilt A; = 0. Dieser Fall muss noch untersucht werden.

. it1) 2 CBUtD  (5-3)a24+(26—2)at+l 2 (b—3)a2+(2b—2)a+1

(xxix.2) AUHD = (b—3)a?+(20—2)a+1 : 507D = (8)a@2 (2 2)a®@11 = % ba?tlati b
- 5 (b-3)a%+(20—2)a+1 _ p—3 (8—4b)a+7—4b o 12 .

sel 0j = prtdats b = b (1 - (2b+2)a2+(12—4b)a+7—5b> mit % = b — 2. Dann gilt

(8 — 4b)oar + 7 — 4b

log|9;] = log >3] ~log 6| +log 2+ 2)a? + (12 — 4b)a + 7 — 5b

1-— ( ‘ = log 2+log 3.1352,

IAj] = |(Cj + 1) log 3.4281 + log 2 + log 3.1352] .

Minimal fiir Cj +1 = —1, untere Schranke 0.6038, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
. ; . (7+1) . ba2 —b o b2 —b .
(xxix.3) AUt =ba?+4a+3—b: g<j+2) = ba(%?iiggirgfb = —04270{20;&4_0%?&_1), sei

T _ ba’+4043-b _ 2ba—1 9 . ..
@—W—b(lfm»dab —b*2gllt Man erhilt

2bor — 1
]__
ba? 4+ (2b+4)a+2—b

log |0;] = log |b] + log

‘ = log v/2 + log 0.3866,

[As] = |(C; + 1) 10g 3.4281 + log V2 + 10g 0.3866.

Minimal fiir Cj + 1 = 0, untere Schranke 0.6038, obere Schranke 0.139898 fiir |y| > 4.
Widerspruch.
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(o) {(b+1)a%+ (b+2)a+2,a2+ba+1+b,202 — (b—2)a+1} (D =31 und t = —5 + 231)

1) 2 UL (b4 1)a2+(04+2)a+2 9 (b+1)a?+(b+2)at2
(xxx.1) [UFY = b+ 1o+ (b+2)a+2: B3UFD = Da @24 (b12)a® 2 oZ+bat+1+b  ?

S5 (bEDe?+(042)at2 (b—10)a—9+3b N
sel 0 = a2a+ba+1+ba =(b+1) (1 - (b+1)a2+(2zfs)a77+3b) mit b = b — 8. Es folgt

(b—10)a — 9+ 3b
b+ 1)a? + (2b— 8)ar — 7+ 3b

log |0;] = log|b + 1| + log

1— ( ‘ = log V10 + log 0.3984,

A] = \(cj +1)log 1.7742 + log V10 + log 0.3984‘ .

Minimal fiir C; + 1 = 0, untere Schranke 0.231, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.

G+1) — .2 CBUtD a24batl4b 2 o2+batl+b
(xxx.2) =a“+ba+1+0b: 50D = a®%4ba®3155 = ¢ 30T (b-Dat1’

T _a’+batldb 1 (3b—2)a+1+2b o2 g .

el

1+

= —log2 + log 19.819,

(3b—2)a—|—1—i—2b‘

log |0;] = —log 2 + log 22— (b—2a+1

|Aj| = |(Cj +1)1og1.7742 — log 2 + log 19.819] .

Minimal fiir C; + 1 = —4, und es gilt dann A; = 0, was eine genauere Betrachtung
J j
erfordert.
i+1) _ 0,2 L BUtD  202—(b—2)a+1 o2 2a%—(b—2)a+l .
(xxx.3) BUtD =202 — (b—2)a+1: 507 = 2a®7 (5 2a@11 = ¢ BrDaltbraare 5
T 2a%—(b—2a+l 2 (6—2b)a—3+b 12
0j = G2 (02)at2 = 145 <1 + (2+2b)a2+(4+2b)a+4> mit b* = b — 8. Daraus folgt

(6 —2b)a—3+b
2+ 2b)a? + (4 + 2b)ar + 4

log |0;] = log |2|—log |1+b|+log

1+ ( ‘ = log i—Hog 0.1267,

V10
2

Al =1(C; 4+ 1)1og1.7742 + log — + 1og 0.1267| .

A = [i€5 + Do 2 + 10501267

Minimal fiir C; + 1 = 4, untere Schranke 0.231, obere Schranke 0.143915 fiir |y| > 6.
Widerspruch.



Kapitel 4

Losungen der relativen
Thue-Gleichung

4.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dass die relative Thue-Gleichung (1.1) fir A; # 0 keine
Losungen (z,y) € Zi besitzt, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

o |y| >4 (fiir |t| > 6) bzw. |y| > 7 (fiir || < 6),

o x ¢ {0,—y,ty} und
e v = x — ay ist nicht zu einer Zahl aus Zj, assoziiert.

In diesem Kapitel werden nun jene Paare (z,y) € Zz, die diese Eigenschaften nicht erfiillen,
daraufhin untersucht, ob sie einen Beitrag zur Losungsmenge der Thue-Gleichung (1.1) leisten.
Weiters wird der Spezialfall A; = 0 untersucht.

4.2 Der Fall A; =0

Fiir diesen Fall lassen sich zwei Kategorien unterscheiden. Die “allgemeine” Kategorie umfasst
jene (3, die fiir eine unendliche Familie von Parametern ¢ den Wert A; = 0 ergeben, wihrend
die “spezielle” Kategorie jene (3 enthélt, fiir die nur endlich viele Parameter ¢t zu A; = 0 fithren.
Die allgemeine Kategorie ist schwieriger zu behandeln und wird daher zuerst betrachtet. In
diesen Fillen kann gezeigt werden, dass es fiir das Losen der Thue-Gleichung (1.1) geniigt,
eine endliche Menge von t zu untersuchen. In Abschnitt 4.2.4 wird dann die spezielle Kategorie
behandelt. Dazu betrachtet man zuerst alle § der Form 8 = v + va und dann jene der Form
B =u+ va + wa?.

4.2.1 Eine Rekursion fiir die allgemeine Kategorie

Man betrachtet die folgenden Félle:
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H ‘ Diskriminante \ t \ I} H
Fall 1 alle D alle ¢ a—+2
Fall 2 D=3 allet | a+1-0
Fall 3 alle t a+b
Fall 4 allet | a+1+0b
Fall 5 allet | a+2—0
Fall 6 D=7 allet | ba+1

Aufgrund von [3, Lemma 4.5] geniigt es, Losungen (z,y) zu suchen, die

B) — 1 — B — i () 4.1
v |z — o'yl ;i (4.1)

erfiillen, d.h. j = 3 unter der Annahme [¢t| > 6 sowie |y| > 4. Jene Félle mit |¢| < 6 werden
spéater untersucht.

Aj = A3 lésst sich wie in (3.8) darstellen. Setzt man nun fiir

YU = ppHD (U (1) 4 1)

so ergibt sich fiir Az der folgende Ausdruck:

B ah(a® —a@)(a+ 1)

As =198 55 (@) (a® — a)(a® + 1)

Mit a(2) = —O‘T‘H und a®) = —a%rl erhilt man

ﬁ a2b1+b2—1(a+1)—b1+52 )

3@)

Die Falle 1 bis 6 lassen sich alle in der Form 8 = u + va mit u, v € Z;, darstellen, und es gilt

A3 =log (4.2)

% = ui‘:ﬁ‘é) = oe(uﬁj}')”g_v. Setzt man diesen Ausdruck in (4.2) ein, so ergibt sich
U+ va
A3 = log m + (2b1 + b2) log ’CE’ + (bQ — bl) log |Oé + 1‘

Man kann leicht nachrechnen, dass fiir diese 6 Félle |u + va| = |(u — v)a — v| gilt. Mithilfe
dieser Formel, sowie |o| = |a 4 1] fiir Ra = —%, bekommt man

A3 = (bl + 2b2) log |a|

Ist A3 = 0, so folgt daraus by = —2by. Setzt man by = —m, so ergibt sich, dass fiir A3 =0

O52

a—+1

v—vm—uﬂ< )m (m € Z) (4.3)

sein muss. 7, kann jedenfalls auch als v, = x1(m) + z2(m)a + x3(m)a? mit x;(m) € Z;
geschrieben werden. Nun werden alle m gesucht, fiir die v,, = * — ay, =,y € Zj gilt, d.h. es
muss x3(m) = 0 sein. Dazu stellt man eine Rekursion fiir x3(m) auf. Es gilt

a2

2
—_— = — t+1 1
1 « —|—( + )Oé+
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und daraus folgt

Ym = (—a2 +(t+Da+1)"(u+va+ Oa2) =z1(m) + z2(m)a + xg(m)aQ,

woraus sich
Yma1 = (—a® + (t+ Da + 1)(z1(m) + z2(m)a + z3(m)a?)
ergibt. Mithilfe von a2 = (t — 1)a? + (¢ + 2)a + 1 erhilt man
Yms1 = x1(m) — xa(m) + 2x3(m)+
+a((t+ Dxi(m) + (=1 — t)xa(m) + (2t + 3)x3(m))+
+ o (—x1(m) + 2x2(m) + (t — 3)x3(m))

sowie
x1(m+1) 1 -1 2 x1(m)
xom+1) | =[t+1 —1—t 2t+3]| | z2(m)
x3(m+1) -1 2 t—3 x3(m)
mit dem Startwert
x1(0) U
22(0) | = | v
.Ig(O) 0

Man bekommt also das System von Rekursionen
I:am =am—1—bp-1+2¢n_1
II b, = (t + l)am_1 — (t + 1>bm_1 + <2t + 3)Cm_1
III ¢y, = —am—1 + 2by—1 + (t — 3)Cm_1,
wobei
A, = 21(M), by 1= x2(M), ¢y = z3(M).

Multipliziert man I mit ¢ 4+ 1 und subtrahiert man die daraus erhaltene Gleichung von I, so
ergibt sich
b, = (t + Dapm, + cm—1. (4.4)

Durch Substitution von b, in 11 mithilfe (4.4) ergibt sich

1 t—3 2

- — - 1. 4.
m = o ot T 1 T 1! (4.5)
(4.4) zusammen mit (4.5) liefert
t+1 t2—2t—3 1
by, = e e, . 4.
m = oot 2%+1 " g1t (4.6)

Nun setzt man (4.5) und (4.6) in I ein und erhélt damit fiir ¢, = z3(m)
em +3cm1— (P +t+4)cm_2+ cpgz =0 (4.7)

mit
co=0,c1 =20 —u,co = tu+ 4u — 7v,
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giiltig fiir alle m € Z. Man schreibt nun L = —(t> +t +4) = [t}> —4 (Rt = —1 1) und

;1,?;1(1,7:11))) , sonst,

p :Z{“ggmw fir §=a +2,

sodass man schlieBllich die Rekursion
Pm + 3pm—1 + me—2 + Pm—3 = 07 m >3 (48)
mit

(t+4)u—7v} c7

Po ,p1 = {0,1},p2 = pa(c) {7 % —u

erhélt. Fiir L gilt L € Z bzw. L € N fiir |t| > 2, dat = —3 + @ bzw. [t|* = # mit
2 =1 (mod 4) und D = 3 (mod 4). Die Rekursion (4.7) fiir ¢,, gilt auch fiir negative m,
was sich auf die Rekursion (4.8) iibertriagt. Nun sei ¢, = p_,, dann erhilt man die folgende
Rekursion

qm + Lgm-1+ 3¢m—2+ ¢n-3=0,m >3 (49)

mit

q0 =0,q1 = q1(c) = {—17—(t+1)u_v} €7Z,q2 = q2(c) = {L, (Lt + L+ Du (L+2)U} € Z.

20 —u 20 —u

Der erste Wert von p1, ps bzw. q1, g2 gilt fiir 6 = a + 2.

Man kann nun mithilfe dieser Rekursion zeigen, dass fir L > 3, d.h. |t| > N4 , Ym Mmit
negativem m keine Losungen der Thue-Gleichung liefern kann. Dazu betrachtet man die
Folge Q,n, die fiir Fall 3 und 4 durch Q,, = (—1)™*1g,, und in den iibrigen Fillen durch
Qm = (—1)"gy, definiert ist. Fiir L > 3 gilt @Q,, > 0 fiir alle m > 1. Qp = 0 und @1, Q2 sind
in allen Féllen > 0. Mit vollstdndiger Induktion lésst sich zeigen, dass ), monoton wachsend
ist: Sei Q—1 > Qm—2 > ... > Q¢ > 0. Dann gilt

Qm=LQm-1—3Qm—2+ Qm_3
> LQm—1—3Qm-1+ Qm-3
> Qm-1+Qm-3
> Qm-1-

(4.10)

Im Fall L = 3 ist die Rekursion fiir ¢,, von der Form
dm + 3¢m—1 + 3¢m—2 + gm-3 = 0,m > 3,
aus der man die explizite Darstellung
gm = A(=1)" + Bm(—=1)" + Cm?(=1)™,m > 3

gewinnt. Setzt man nun die Startwerte gy = 0, q1, g2 = g2(c) ein, so ergibt sich

qm(3, C) = (_1)m (CIZ(C);‘ 2¢1 m? — (]2(6)2—1— 4q1 m>



KAPITEL 4. LOSUNGEN DER RELATIVEN THUE-GLEICHUNG 76

Man betrachtet auch in diesem Fall Q,,, = (—1)™gqy, bzw. Q,, = (—1)" "¢, und kann analog
zu (4.10) zeigen, dass @, > 0 fiir m > 1 gilt. Das heifit also, 7, mit negativem m kann nur
fiir sehr kleine ¢ eine Losung der Thue-Gleichung (1.1) liefern. Die Fille 2 bis 6 treten jedoch
fiir so kleine ¢ gar nicht auf (siehe Tabelle in Korollar 2.18), also ist nur Fall 1 fiir alle ¢ mit
t| < /6 zu untersuchen.

Die Losung von (4.8) ist eine Folge von Polynomen
Pm = pm(L,c)
mit Koeffizienten in Z. Fiir den Fall L = 3 ergibt sich fiir p,, die folgende Rekursion
Pm + 3Pm—1 + 3Ppm—2 + Pm-3 =0,m >3

mit der Losung
pm = D(=1)™ + Em(=1)" + Fm?(=1)™,m > 3.

Durch Einsetzen der Startwerte pg = 0, p1, p2 = p2(c) erhélt man

Pm(3,c) — (_1)m <p2(6)2+ 2p1 2 p2(0)2—|— 4py m) |

Aus L = 3 mod (L — 3) und der Tatsache, dass p,, (L, ¢) ein Polynom mit ganzzahligen Koef-
fizienten ist, folgt
Pm (L, ¢) = pm(3,¢) mod (L — 3), (4.11)

und man erhalt das folgende Lemma.

Lemma 4.1 Sei p,, = pp(L,c) wie in (4.8) definiert. Dann ergibt sich aus v, genau dann
eine Losung der Thue-Gleichung (1.1), wenn py(L,c) = 0 gilt. Weiters muss in diesem Fall
fir L—3=1t> -7

p2(c) +2p1 o pa(c) +4p -

t? —7 -

gelten.

4.2.2 Einschriankung der zu untersuchenden Fille mithilfe der Rekursion

Unter Verwendung der Bedingung aus Lemma 4.1 lisst sich eine untere Schranke fiir alle
positiven m, die eine Losung der Thue-Gleichung liefern kénnen, berechnen.

e Fall 1: 8 = o + 2 und beliebiges D. Dann gilt p; = 0, po = 1 und |¢|*> — 7 | w und
daher

m=0 oder m=1 oder (m>2undm >14121020211J¢|) fir [¢t| > 48.
(4.12)

e Fall 2: f=a+1—bund D = 3. Es gilt p; = 1, p» = <L mit ¢ > 5 und deshalb

2
2 .
b2 —7 = 32T | =32 — Sy Es ist also entweder m = 0, m = S5 = 1+ -4
2 . . :
oder 32T < &3m?2 — &ty Tm zweiten Fall miisste dann ¢ — 3|4 und somit ¢ € {5,7}

gelten, woraus dann m = 3 bzw. m = 2 folgt. Aus dem dritten Fall folgt fiir m > 3
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3c < m?—m bzw. m? > 3c+3 und m* > 9¢2 +3 = 12|t|? fiir t = —% —1—%. Man erhilt
m>+2 \4/§|t|1/ 2. Fiir Fall 2 ergibt sich damit insgesamt:

m=0 oder (m=2und c=7) oder

4.13
(m > 3 und m > 1.8612097182|¢|'/2) fiir |t| > 48. (4.13)

o Fall 3: S =a+bund D = 3. Dann gilt p; =1, ps = —i?, ¢ # 3 und daraus
[t]?—7= 73024_27 | — <3m? 4+ =dm. Es ist also entweder m = 0, m = zjr—é =1- C%

2_ _ . . . :
oder w < %mQ - %m. Im zweiten Fall miisste dann ¢ + 3|4 erfiillt sein, woraus

sich keine giiltigen ¢ bzw. m ergeben. Aus dem dritten Fall folgt fiir m > 1 3(c — 3) <

2__ .
m2—c+§m<m bzw. m > /3y — 3. 3. Fiir ¢ gilt ¢ = 4|’S‘le%—l,sovwe

Ve—3> %|t|1/2 — 1 fiir [¢t| > 48 und somit m > v/2v/3[t['/? — /3. Fiir Fall 3 erhilt
man damit insgesamt:

m=0 oder (m>1undm >2Y2344|/2 — /3 >1.6112097|t|*/?) fiir |t| > 48.
(4.14)

e Fall 4: 6 =a+ 14 bund D = 3. Dann gilt p; :1,p2:—362—+7, ¢ > 5 und daraus
[t2—7= 3(:24—27 |

— 302'3m2 + 3‘34_1171. Es ist also entweder m =0, m = 3¢=L =1 —

4
) 3c+3 3c+3
3c 4_27 < 352'3 m?— 3‘34_1m. Im zweiten Fall miisste 3c+ 3|4 gelten. Dies liefert keine

oder

giiltigen ¢ bzw. m. Aus dem dritten Fall ergibt sich fiir m > 3, dass CJF—IQ <m?—m+

ﬁ <m?— %m und damit m* > %|t|2. Fiir m = 3 gilt 3¢ —27 < 9(3¢+3) —3(3c—1),
daraus erhiilt man ¢ < 7, woraus sich auch in diesem Fall m* > %|t|2 bzw. m > %]t!l/ 2

schlieBen lédsst. Fiir Fall 4 erhdlt man damit insgesamt:

m=0 oder (m>4undm >2Y237V4¢|1/2 > 1.07456993182(t|*/2) fiir |t| > 48.
(4.15)

e Fall5: f=a+2—-bund D=3. Esgilt py =1, po =
‘t‘2—7_ 3c2—-27 727 | 3c— 3m 30+1

3ctl _ 4
m. Es ist also entweder m=0,m=35"5=1+3"75

oder 3¢ ;27 g . 3m2 — 3¢tlm. Im zweiten Fall miisste 3¢ — 3|4 erfiillt sein, Woraus sich

keine giiltigen ¢ bzw. m ergeben. Aus dem dritten Fall folgt fiir m > 3 ¢ < m? —m < m?
und damit m* > 3[t[* bzw. m > el |t|1/ 2. Fiir Fall 5 erhiilt man damit insgesamt:

m =0 oder (m>4undm >2Y237V4¢|1/2 > 1.07456993182(t|*/2) fiir |t| > 48.

(4.16)

e Fall 6: S =ba+1und D =7. Dann gilt p; =1, ps = —6;27 und daraus
[t]? —7 = 702727 “3m? — Sm. Es ist also entweder m = 0, m = ¢ = 1+ 4
oder ¢ _27 < 04 3m? — <l Im zweiten Fall miisste dann ¢ — 3|4 und somit ¢ € {5, 7}

gelten, woraus dann m = 3 bzw. m = 2 folgt. Aus dem dritten Fall folgt fiir m > 3
7c < m?—mbzw. m? > Tc+3 und m* > 49¢2 47 = 28|t|2. Man erhilt m > v/2v/7|t|'/2.
Fiir Fall 6 ergibt sich damit insgesamt:

m=0 oder (m=2und c=7) oder

4.17
(m >3 und m > 2Y27Y41¢]1/2 > 2.30032663379¢|'/2) fiir |¢| > 48. (4.17)
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Alle auftretenden Fille mit m = 0, d.h. v = p(u + va), sind Fille, in denen |y| < 4 gilt, was
ein Widerspruch zur Annahme |y| > 4 in diesem Kapitel ist.

Fall 1 mit m = 1 liefert v = p(a + 2)a‘)‘—j1 =1+ (t + 1), und somit die Losung (1,—1 —¢)

der Thue-Gleichung (1.1) (Losung [D.2] in Satz 4.4).

2
und damit

Fall 2 mit m =2und ¢ =7, d.h. t = —% + 71'%/37 ergibt v = u(a+1-10>) (aa—jl
die Losung (5(1 — b), —(19 + 14b)) der Thue-Gleichung (1.1) (Losung [3.5] in Satz 4.4).

2

: 2
Fall 6 mit m=2und ¢=7,d.h. t = —% + 7’2ﬁ, liefert v = p(ba+1) (o‘—> , was die Losung

a+1
(—12, —35 + 82b) der Thue-Gleichung (1.1) (Losung [7.2] in Satz 4.4) ergibt.

Nun werden die obigen Abschitzungen fiir m sowie die Abschitzung in [3, Satz 1] dazu
verwendet, um die moglichen Werte von betragsmiflig groflen ¢, fiir die v, eine Losung der
Thue-Gleichung (1.1) ergeben konnte, auf eine endliche Menge zu reduzieren.

Es sei nun also m > 2 und

a2 \"
¥ = Ym = w(u + va) (a+1) =z —oy. (4.18)

Nun versucht man eine obere Schranke fiir |z — a3y zu finden. Dazu betrachtet man

(3) _
a a
A3 = 10g @ — log 7@(3) — a(2) .
Ist A5 = 0, so folgt daraus
1 1 al®) — T —ay a®) —q
8| | o8| m o | P x_a@)y' = am —am| =l
und somit
[z — Py = —lz—ay| = —]l.
o |
Fir |N ()| gilt, da |u + va| = |(u — v)a — v| sowie |a| = |a + 1| erfiillt sind
[N (vm)| gilt, :
2
[N (vm)| = |u_|’_1|);é||u — v +ua| = |z — ayl|lz — a@yljz — aBy|.
a
Daraus folgt
3 |u—v+4ual 2
|z — al )y’ = la|2mtl = |af?m (4.19)
fiir |¢| > 6 fiir Fall 1 bis Fall 6 (8 = u + va). Weiters gilt mit p = x(iy_;?s(?)’
v=1—ay=yla—a®)(1+p)
Verwendet man |a — a(®)| = |a|‘i|_1’ so ergibt sich
|u + vallal m _ lul+vfla] 1 m
= al™ < . 4.20
K (T ) T L TS W T 420



KAPITEL 4. LOSUNGEN DER RELATIVEN THUE-GLEICHUNG 79

Es gilt
1 || 1 1
= < < ,
o —a®)|  |a]2=1 " |a| —1 = 0.99912221198|t|

(4.21)

wobei sich die zweite Ungleichung, die fiir |¢| > 48 giiltig ist, aus der Darstellung von « in
Potenzen von ¢ in (2.3) ergibt. Kombiniert man (4.21) mit Korollar 3.3, so erhélt man

’1’ < 1.00121012929
1+p

fiir |[y| > 4, |t| > 48. Daraus ergeben sich dann die folgenden oberen Schranken fiir |y| fiir
|t| > 48.

e Falle 1 bis 5:
ly| < 1.065174501|ce|™. (4.22)

e Fall 6:
ly| < 1.467399495|a|™. (4.23)
Es kann nun [3, Satz 1] angewendet werden. Dieser Satz besagt, dass

=1 T 424

fiir z,y € Zj, mit
ly| > 0.0773]¢t] (4.25)

giiltig ist, wobei
2.13 6.8 (4.26)

k<14 +
~ loglt|  log®Jt|

gilt (wegen (4.20) gilt (4.25) fiir m > 1 und |t/ > 6). Die beiden Ungleichungen (4.19) und
(4.24) liefern

; < ‘.’E — a(3)y‘ < 2
746[tlyl" = a2

so dass |a|?™ < 1492|t||y|* gilt. Verwendet man (4.22), (4.23) und die Darstellung von « in
Potenzen von ¢, (2.3), so folgt daraus

|a|(2_“)m_1 < {1493.31082(1.06517501)“ in den Féllen 1 bis 5, (4.27)

1493.31082(1.46739949)" im Fall 6.

Jetzt konnen die unteren Schranken fiir m aus (4.12) bis (4.17), (4.26) sowie wiederum (2.3)
verwendet werden, um die folgenden Ungleichungen fiir |¢| zu finden (andernfalls wiirde (4.27)
zu einem Widerspruch fithren).

Lemma 4.2 Seien die Fille 1 bis 6 wie in der Tabelle von Seite 78 gegeben. Dann geniigt es,
in diesen 6 Fillen fiir die Lésung der Thue-Gleichung (1.1) die folgenden endlichen Mengen
von t zu untersuchen.

e Fall 1: |t| <54, d.h., ¢*D < 11663.
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o Fall 2: |t| <81, d.h., ¢ < 93.

Fall 3: |t| <86, d.h., ¢ <99.

Fall 4: |t| < 108, d.h., ¢ < 123.

Fall 5: t| <108, d.h., ¢ < 123.

Fall 6: |t| <76, d.h., ¢ < 57.

4.2.3 Losungen der Thue-Gleichung fiir die allgemeine Kategorie

Aus Lemma 4.2 folgt also, dass fiir die allgemeine Kategorie nur endlich viele Fille mit
positivem m betrachtet werden miissen. Um diese endlich vielen Félle behandeln zu kénnen,
wird das Computer Algebra System KASH3 [5] verwendet. Dazu miissen die relativen Thue-
Gleichungen in entsprechende rationale Gleichungen umgewandelt werden. Man verwendet
die folgende Darstellung:

@2 \" 1 "
oy (R S e

und daraus

1 U — U+ uw
I‘(Oé+ )+y (u v+ua)(0{(0{—|—1))m |Oé|2m ( ) ) ( )
da fir Ra = — a(a + 1) = —|af? gilt. Die Transformation auf eine reelle Gleichung geht
dann folgendermaflen vor sich:
e Fall 1: Es gilt
2a0+1 .
T+ +y = W(—l)m € 1R

und daher
0=2R(za+zx+y) =zat+z+y+rza+z+y=(x—T)a+ (r+y+y) -1

Daraus folgt « — % = 0 und z + y + § = 0. Man kann also zeigen, dass ¢ € Z und
Ry = —F gelten muss, so dass man

T . P T 1\ p
=—— D7 =—— t+ - )= Z
y 5 TiVD3 2+<+2)c (peZ)
erhiilt. Die relative Thue-Gleichung (1.1) wird zu

2 + 1
F(z,y) = oo

Die Einheit p auf der rechten Seite der Gleichung muss +1 sein, da die linke Seite der
Gleichung reell ist. Man erhélt somit die reelle Gleichung

(D(p® + zpe) + 9zp?® + 2¥c) = £(2t + 1).

D(p® 4 zp®c) + 9zp? + 23c = £8c,

welche mithilfe von KASH3 gelost werden kann.
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e Fall 2: Es gilt

1-0
zatety=(1— b)altsz(_l)m
und damit C1ob
« — m o
l_b(l'Oé‘f'l"Fy)Zw(—l) € 1R.

bm

Daraus folgt analog zu Fall 1 Z := bx € Z und R(by) = , und man erhélt

_ (o2
Y= 2) be
Hieraus ergibt sich aus der Thue-Gleichung (1.1) die reelle Gleichung

3(p® + 7pPc) + 93p? + ¢ = £4(c - 3).

e Fall 3: Hier gilt

+b
xa+x+y—b‘a‘2m( Hm
sowie . e
! :
E(:L‘a +z+y) = \aPm(_l)m € iR.

Daraus folgt, wiederum analog zu Fall 1, Z := (1 — b)x € Z und R((1 — b)y) = —(a-bz

2
und man erhalt
S (I
=79 2) A —b)c

Es ergibt sich aus der Thue-Gleichung (1.1) die reelle Gleichung

3(p® + #p°c) + 93p® 4+ iPc = +4(c + 3).

e Fall 4: Man bekommt

1+b3a+14+0b
T +T+ Y= 3 ]a\zm (—1)m
und somit St 14b
o .

Daraus ergibt sich, ebenfalls analog zu Fall 1, mithilfe von =2-bT:=2-bx el

und R((2 —b)y) = — 2 2b) , und man bekommt

LY PO
Y= 2) 2-b)c
Man erhélt aus der Thue-Gleichung (1.1) die reelle Gleichung

1+b

3(p® + @pPc) + 93p® + #c = £12(3¢ + 7).
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e Fall 5: Es gilt
2—-b3a+2-0b

T+ 4y = 3 a2 (=™
und somit St 2 b
o — )

Daraus ergibt sich analog zu Fall 1 & := (1 4+ b)x € Z und R((1 4+ b)y) = —% und

somit
S (I
Y= 2) A +b)c

Man erhélt aus der Thue-Gleichung (1.1) die reelle Gleichung

3(p® + @pPc) + 93p® + #3c = £12(3¢ - 7).

o Fall 6: Es gilt
a+1-5>
‘a|2m

ra+r+y= (—1)™ e iR.

Daraus ergibt sich wie in Fall 1 z € Z und

T 1\ p
=S4 (t+=)E
4 2+<+2>c

Man erhélt dann aus der Thue-Gleichung (1.1) die reelle Gleichung

7(p® 4+ zp*c) + 9xp? + 23c = £8(c — 2).

Man betrachtet nun noch jene ¢, die bisher bei der Untersuchung der obigen 6 Fille nicht
beachtet wurden. Das sind jene Fille, wo L < 3 ist, d.h. |t| < v/6 bzw. jene Fille, wo L > 3
ist, aber |t| < 6 gilt.

L < 3 tritt nur im Fall 1 auf. Dabei handelt es sich um ¢ € {1 + #,—% + #,—% +

#, —% + @, —% + @, —% + @, —% + @} Fiir diese ¢ ldsst sich mit P, = (—=1)"py,
zeigen, dass P, > 0 fir m > 2 gilt: Py = P; = 0 und P> = 1 > 0. Nun zeigt man mithilfe
vollstdndiger Induktion, dass P,, monoton wachsend ist: Sei P,—1 > P2 > ... > Fy > 0.

Dann gilt fiir L < 2

P,=3P,-1—LP,_2+ Pp_3
>3Pnh-1—LPyu_1+ Pp—3
=@B—-L)Pn_1+ Pn_3
> P
Man erhilt also, dass sich fiir positive m nur fiir m € {0, 1} Losungen der Thue-Gleichung
ergeben konnen. Diese beiden Moglichkeiten wurden etwas weiter oben bereits betrachtet.

Um alle negativen m behandeln zu kénnen, verwendet man wieder KASH3. Man erhilt in
diesem Fall die Darstellung

2 —-m
z—aPy = (u+ 04(3)11) (O[(g)> = <U - > (a(a+1))™" (4.30)

a(3)+1 a+1
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analog zu (4.28) und daraus
z(a+1)+y=(ua+u—v)(afa+1)™ = (ua +u — v)|a/*™(-1)™. (4.31)

Mithilfe analoger Betrachtungen zu oben ergibt sich daraus wieder die selbe reelle Thue-
Gleichung wie fiir den Fall L > 3.

L > 3, aber [t| < 6, kommt nur bei Fall 2 und 3 mit ¢ = —% + 93 sowie Fall 6 mit

t = —% + %ﬁ vor. Hier ist das Vorgehen analog zu den entsprechenden Féllen mit |¢| > 6.
Man setzt wieder Q,, = (—1)"g,, > 0 (Fall 2 und Fall 6) bzw. Q,,, = (—1)" g, > 0 (Fall
3) fiir m > 1 und erhilt somit ebenfalls, dass es fiir negative m keine Losungen der Thue-
Gleichung (1.1) geben kann. Die positiven m behandelt man mithilfe von KASH3, wobei
wiederum die Transformation auf eine reelle Thue-Gleichung durchgefiihrt wird. Diese reellen
Gleichungen sind die selben wie fiir [¢t| > 6.

4.2.4 Die spezielle Kategorie

Nun betrachtet man jene Einzelfélle mit |¢| < 6, die A; = 0 ergeben. Dabei handelt es sich
um die folgenden Félle.

H Diskriminante t ‘ B H
Fall 7 D=3 —1 4 5iys (1—3b)a—1
Fall 8 (@ +1-0b)?
Fall 9 a?+ (3—4b)a+1-2b
Fall 10 (20 —1)a? + (4b — 1)a + 1
Fall 11 ba? + (4 — 2b)a + 3 — 3b
Fall 12 a?+(4—6b)a—1—b
Fall 13 e (a+1-1b)
Fall 14 D=7 —1 4 3iy7 20+1—b
Fall 15 (2—b)a—b
Fall 16 o +(2—2b)a—b
Fall 17 a® + (3 —2b)a—b
Fall 18 o® 4+ (4—2b)a —b
Fall 19 (ba +1)?
Fall20 | D=11 [ -143/1 ba + 1
Fall 21 — Ly ba + 1
Fall 22 D =15 —1 4 W o’ +a+1
Fall 24 D=19 149 oF+a+1
Fall 25 (@®+a+1)?
Fall 26 D =23 Ly (1+b)a+3
Fall 27 (2+b)a+5
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H ‘ Diskriminante ‘ t ‘ I} H
Fall 28 D =31 LB (14 h)a+3
Fall 29 (1+3b)a+5
Fall 30 202 +a+1
Fall 31 a?+2a+2
Fall 32 a2+ba+1+0b
Fall 33 D=35 LA 40’ patl
Fall 34 a2 +2a+2
Fall 35 a?+a+1
Fall 36 (@® 4+ a+1)?
Fall 37 | D =39,43,47,51,55 | —1 + YD | a2 4a+1

“Lineare” (3

Hierbei sind die Félle 7, 14, 15, 20, 21, 23, 26, 27, 28, 29 von der Form # = u+wva und kénnen
daher analog zu den Féllen 1 bis 6 aus der allgemeinen Kategorie behandelt werden. In den
Fallen, wo L > 3 gilt, kann man mit @, = (—1)"¢,, > 0 fiir m > 1 zeigen, dass die negativen
m keine Losung der Thue-Gleichung liefern koénnen. Es miissen daher nur alle positiven m
untersucht werden. Fiir die Fille, in denen L < 3 gilt, ergibt sich mit P, = (=1)""!p,, > 0,
dass alle m > 2 keinen Beitrag zur Losungsmenge liefern kénnen. In diesen Féllen miissen
also m = 0,1 und alle negativen m untersucht werden. Man transformiert fiir diese m die
Thue-Gleichung (1.1) auf eine reelle Gleichung, indem man (4.29) verwendet.

e Fall 7: Lo
o _

L>3, zatz+y= P

(—1)™ € 4R,

daraus

1
xEZundy:—;+<t+2>}C).

Reelle Gleichung:
3(p® + bap?) + 9zp?® + 5z = £32.

o Fall 14: t1ob
a —
und somit C1ob
o — )
= b(xa +z+y) = W(_l)m €iR.

Daraus ergibt sich, da ﬁ = % gilt,

b b b 1\ 2
:E::ixGZ, §R(2y>:—2xbzw.y:—x+<t+)p.

Reelle Gleichung:
7(p* + 32p?) + 9ip? + 3% = £2.
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e Fall 15:

a+1-0
L>3, zat+xz+y=-b a2 (=)™
und somit . t1ob
o - .
E(aza—%ac +y) = P (—1)™* ! e 4R,

Daraus folgt

1-b 1-b 18 1 2
T = 5 x €7, §R<y>:—2xbzw.y:—$+<t+> d

|

2 2

Reelle Gleichung:
7(p> + 3&p?) + 93p® 4 333 = 2.

e Fall 20, 21, 23: Diese drei Fille sind analog zu Fall 6 mit L > 3, und man erhélt dann
die reellen Gleichungen

11(p?® + 3xp?) + 9zp® + 323 = £16

(fiir Fall 20),
11(p? + 5xp?) + 9xp® + 52® = +40
(fiir Fall 21) sowie
3 2 2 3 _
15(p° + 3xp?) + 9zp” + 32° = £24
(fiir Fall 23).

e Fall 26: L < 3. Fiir m = 0 erhilt man vy = u((1 4 b)ar + 3), dies entspricht x = 3,y =
—(1+4b), was ein Widerspruch zur Annahme |y| > 4 in diesem Kapitel ist. Fiir m =1
erhilt man ;1 = p((2b — 1)a? + (6 + b)a + 2 — b). Man kann nachrechnen, dass diese
Zahl assoziiert zu 1 = pu(3a + 2 — b) ist, was wiederum einen Widerspruch zu |y| > 4
ergibt. Fiir negative m bekommt man

za+z+y=3a+2-b)|a*(-1)" ciR

und somit

T 1\ p
7 =—— — )=
x € Zund y 2+<t+2>c
Reelle Gleichung:

23(p® + xp?) + 9zp?® + 2° = £8.

e Fall 27: L < 3. Fiir m = 0 erhélt man 9 = p((2 + b)a + 5), dies entspricht x = 5,y =
—(2+b), was ein Widerspruch zur Annahme |y| > 4 in diesem Kapitel ist. Fiir m = 1
erhélt man v, = p((2b — 1)a® + (6 4 2b)a + 3 — b). Es lasst sich nachrechnen, dass diese
Zahl assoziiert zu v = pu(5a+ 3 — b) ist, dies entspricht z = 3 — b,y = —5 bzw. Lisung
[23.3] in Satz 4.4 (durch Anwendung von Lemma 4.3). Fiir negative m ergibt sich

za+z+y=5a+3—b)a?(-1)" iR

und daraus

1
xEZundy:—;+<t+2>}C).

Reelle Gleichung:
23(p® + zp?) + 9zp? + 2% = £8.
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e Fall 28:
3a+2—-0b

L>3, zat+z+y= P

(—1)™ € iR.
Daraus ergibt sich
1
$€Zundy:f£+ t+ = b
2 2/ ¢

Reelle Gleichung:
31(p® + zp?) + 9zp? + 23 = +8.

e Fall 29:

Daraus ergibt sich wiederum

1
:cEZundy:—;+<t+2>lc).

Reelle Gleichung:
31(p® 4 xp?) + 9xp?® + 23 = £8.

“Quadratische”

Alle weiteren Fille sind von der Form 3 = u + va + wa? und werden daher gesondert be-
trachtet. Setzt man diesen Ausdruck in (4.2) ein und verwendet

B u + va + wa? 9 u + va + wa?

52 - u+ va® + wa®? @ w+ (2w —v)a+ (w — v+ u)a?’

so ergibt sich

u+va+wa2

A =1
3708 w+ (2w —v)a+ (w — v+ u)a?

+ (2b1 + by + 1) log |a| + (b2 — b1) log | + 1].
Hier miissen nun zwei verschiedene Moglichkeiten unterschieden werden:

L. |u+va+wa?| = |w+ 2w —v)a+ (w — v+ u)a?|,

2. |u+va+wa?| # |w+ 2w —v)a+ (w — v+ u)a?|.

Zuerst wird die 1. Moglichkeit betrachtet, die 2. Moglichkeit wird dann fiir jeden Fall, wo sie

auftritt, extra untersucht. Im 1. Fall bekommt man mit |a| = |a + 1| fiir R = —3

A3 = (bl =+ 2b2 + 1) log |a|

Ist Ag = 0, so folgt daraus by = —2by — 1. Setzt man bs = —m, so ergibt sich, dass fiir A3 =0

vzvmzuﬂ< o )m (m € Z)

a\a+1



KAPITEL 4. LOSUNGEN DER RELATIVEN THUE-GLEICHUNG 87

bzw. mit 8 = u+va+wae? und £ =a? — (t —1)a — (t+2)

a2 mn
Y = p(v—(t+2)u+((1—t)ut+w)at+ua?) < ) = z1(m)+x2(m)ataz(m)a® (m € Z),

a+1
(4.32)
gelten muss, woraus sich

Ymi1 = (—a® + (t + Da + 1)(z1(m) + z2(m)a + z3(m)a?)

ergibt. Man erhilt somit die gleiche Rekursion wie im linearen Fall, die Startwerte sind jedoch
anders. Es ergeben sich die Rekursionen

Pm + 3pm—1+ Lpm-—2 +pm-3 =0,m >3 (4.33)
mit pg = u,p1 = u — v + 2w, pa = —(t + 2)u + (t + 4)v — Tw sowie fir ¢, = p—m
m + LQm—l + 3Qm—2 + qm-3 = O; m > 3 (434)

mit go = u,q1 = (t—L—1)u—(t+1)v+w, qo = (L*+L—Lt—4)u+(L+Lt+1)v—(L+2)w. Auch
hier wird zur Bestimmung der Losungsmenge von (1.1) KASH3 verwendet, und die relativen
Thue-Gleichungen miissen in entsprechende reelle Gleichungen umgewandelt werden. Aus
(4.32) erhalt man:

) +1

- (v—(t+2)u—((1—t)u+w)ai1 +u(ai1)2> <a(a1+1)>m (4.35)

- <v —(t+2u—((1 —t)u+w)ail + (2+Za+—10‘2)“> <Oz(al+ 1)>m7

3 3 3)2 a®” \"
z—aB®y=(v—({t+2u+(1-t)u+wa® +ual®”) OS]

da —1- = 2 4 ta — a? gilt, und daraus

a+1
1 v—u—w+ (v—2u)a — ua?
— 2 —
z(a+1)+y = (v—u—w+(v—2u)a—u«x )(a(a ) T (=)™,
(4.36)
da fiir Ra = —1 a(a+ 1) = —|a|? gilt. Man betrachtet nun die einzelnen Fille.

In den Fillen, wo L > 3 gilt, kann man wiederum mit Q,,, = (—1)"gy, > 0 fiir m > 1 zeigen,
dass die negativen m keine Losung der Thue-Gleichung liefern konnen. Es miissen daher nur
alle positiven m untersucht werden. Es treten hier jedoch Félle auf, wo g, € Zy, ist. In diesen
Fallen lasst sich jedoch g, so schreiben, dass ¢,, = 2z - G, mit z € Z; und ¢, € Z gilt und
durch geeignete Wahl von Q,, mit Q,, = (—1)"Gm oder Qp, = (—1)™*1G,, erhilt man dann
Qm > 0 fiir m > 1, sodass die negativen m keinen Beitrag zur Losungsmenge der Thue-
Gleichung liefern.

Fiir die Fille, wo L < 3 gilt, ergibt sich mit P, = (—=1)"*p,, > 0 fiir m > 2, dass alle m > 2
keinen Beitrag zur Losungsmenge liefern kénnen. In diesen Féllen miissen also m = 0,1 und
alle negativen m untersucht werden. Fiir m = 0 ergibt sich immer ein v mit quadratischem
Anteil o, das sich nicht auf die Form v = 2 — oy bringen lésst und somit keine Losung der
Thue-Gleichung (1.1) liefern kann.

In all diesen Féllen transformiert man die Thue-Gleichung (1.1) auf eine reelle Gleichung,
indem man (4.36) verwendet.
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e Fall 8 13: Man verwendet hier (a + 1 — b)? = a? + (2 — 2b)a — b, um die obigen
Uberlegungen anwenden zu kénnen.
L >3, gm € Zi, Gm = bGm mit G € Z, Q= (—1)™H1G,, > 0 fiir m > 1. Man bekommt

a?+(2—-2b)a—b

za+zr+y=> o (=)™,
sodass ) ,
+ (2 - 2b)x —
(xa+ 2 +y) (|a|2m)a ()™ eR

Es gilt also wegen 5 =1-b

0=23((1 - b)za+ (1 —b)(z+y)) =1 —bza+(1-b)z+y) - (1 —bza—(1_b)z+7
=((1=-bz+1-bz)a+((1-b)(z+y)—(1-0b)7y)- 1

Daraus folgt (1 — b)x + (1 —b)

T
zeigen, dass (1 — b)z € iR und I((1

=0und (1 —b)(x+y)— (1 —0b)y =0. Man kann also
— by gilt, sodass sich

) = ;1-bz )

p JE—
21—0b) 2

ergibt. Setzt man 7 := —%\/g sowie p := 125, so gilt Z,p € Z, und es ergibt sich

y:

4533 — 27pE? + 15p°%% — p° = +24

(fiir Fall 8) sowie
637° — 27p7% + 215°3% — p° = +96

(fiir Fall 13).

e Fall 10: ) ( )
—a*+ (4b—3)a—1+2b
L>3, zatz+y= P (-=1)™ eR.
Man erhélt . p oz
R, Qy=i=bzw.y== — = 7).
z€iR, Qy=igbzw.y=7-7 (peZz)
Setzt manﬁ::—"”:‘,)/g,so ist ¢ € Z.

Reelle Gleichung:
4533 — 27pi? + 15p232 — p® = +32.

o Fall 11: L > 3, g € Zg, g = (b — 1)y, mit G € Z, Qu = (—1)™F Gy, > 0 fiir m > 1.

302 4 (4 — 2b)o — b

za+z+y=(b—1) (=™,

a
sodass 302 + (4 — 2b)a — b
b_l(:m—i—:n+y): ol (—1)™ e R
Es gilt also
1—b$:b$€iR’ %(by):i%bzw.y:%_g
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Setzt man 7 := _%\/g sowie p := %, so gilt Z,p € Z.

Reelle Gleichung:
4533 — 27pi? + 15p°%° — p° = +40.

e Fall 19: Hier verwendet man (ba + 1)? = (b — 2)a? + 2ba + 1.
—a?—(2-2b)a+1+b

L>3, zat+z+y= afzm (=)™ eR.
Es gilt
. X p
R, Sy=i=—bzw.y==—Z= Z).
v iR, Sy=igbaw.y=7—3 (pez)
Man setzt  := —%ﬁ und bekommt damit z € Z.

Reelle Gleichung:
14733 — 63p3? + 21p23% — p® = £56.

o Fall 22, 24, 35, 37: In den Fillen 22 und 24 ist L < 3. Fiir m = 1 erhélt man in beiden
Fillen ein v, das zu o + a + 1 assoziiert ist. Es ergibt sich also kein « von der Form
v = x — ay und somit kein Beitrag zur Losungsmenge der Thue-Gleichung (1.1). Fiir
negative m bekommt man

za+x+y=—(a®+a+1)af™(-1)" cR.

Es gilt

x € iR, %y:igbzw.yzg (p€Z).

T
2
Man setzt  := —% und bekommt damit z € Z.

Reelle Gleichungen:
22583 — 135pi? + 15p%32 — p® = £24

(fiir Fall 22) bzw.
36123 — 171p#2 + 19p%#2 — p® = £16

(fiir Fall 24).
Fiir die anderen Fille gilt

L>3 zat+zx+y=

Es gilt analog zu oben

z € iR, %y:igbzw.yzg

—% (pez).

Man setzt Z := und bekommt damit & € Z sowie

_m'\/ﬁ
D
122533 — 315pz2 + 35p%E2 — p® = £16
(fiir Fall 35) bzw.
D?3% — 9Dpi® + Dp?3? — p® = £8(t> +t + 7)

mit D = 39,43,47, 51,55 (fiir Fall 37).
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e Fall 25, 36: Hier beniitzt man (a? +a+1)? = (2 +t+4)a? + (t> + 3t +5)a+t+2, um
die obigen Uberlegungen anwenden zu kénnen.
In diesen beiden Féllen gilt p,,, € Zi bzw. ¢, € Zy, es ist hier jedoch nicht moglich, p,,
bzw. ¢, in der Form p,, = z-p,, bzw. ¢, = 2 - ¢, zu wihlen, sodass z € Z; und p,, € Z
bzw. G € Z gilt. Man muss hier etwas anders vorgehen:
Im Fall 25 ist L < 3 und p,, € Zi. Man setzt pm, = rm + iv/198,, und bekommt dann
die beiden Rekursionen

Tm + 3"m—1+ Lrm—2+7Tm—3=0m>3 (4.37)
Sm +38m—1+ Lsm_9+ 8m_3=0,m>3 (4.38)
mit den Startwerten rg = %,rl = %,7‘2 = —% bzw. sg = %,81 = —%,52 = % und kann

dann analog zu oben zeigen, dass R,, = (—=1)™*!r,, > 0 und S,, = (—=1)"s,, > 0 fiir
m > 2 gilt, sodass alle positiven m > 2 keinen Beitrag zur Losungsmenge liefern. Fiir
m = 1 bekommt man ein v, das zu (o +a+1)? assoziiert ist und darum keinen Beitrag
zur Losungsmenge der Thue-Gleichung (1.1) liefert. Fiir die negativen m gilt

za+x+y=—(*+t+4)a*+ (® +3t+5)a+t+2)|a*(-1)™ cR.

Dann gilt

z € iR, Sy:igbzw.y:g— (peZ).

| R

Man setzt x := —mli‘gﬁ
Reelle Gleichung:

und erhélt somit x € Z.
36133 — 171p#? + 19p?%2% — p® = +32.

Fiir Fall 36 gilt L > 3 und ¢y, € Z;. Man setzt ¢, = xp, + 1V 35y, und bekommt dann
die beiden Rekursionen

T+ L1+ 3xm—o+ Tm3=0m2>3 (4.39)
Ym + Lymfl + 3ym72 + Ym-3 = 0,m >3 (4-40)
mit den Startwerten xg = %,xl = —%,xg = % bzw. yo = %,y1 = —%,yz = % und kann
dann analog zu oben zeigen, dass X,, = (—1)"z,, > 0 und Y, = (—1)"y,, > 0 fiir

m > 1 gilt, sodass alle negativen m keinen Beitrag zur Losungsmenge liefern.
Fiir positive m ergibt sich

—((+t+4)a?+ (2 +3t+5)a+t+2)

ra+zr+y= T (-)™ eR.
Es gilt analog zu oben
x € iR, %y:igbzw.yzg—g (pez).

Man setzt  := —“37‘?% und bekommt damit Z € Z sowie

12257°% — 315p#2 + 35p%3% — p® = £32.
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e Fall 30:
—(a?+a+2)

L>3, zat+z+y= P

Man kann analog zum vorhergehenden Fall zeigen, dass

. x p
ciR, Sy=i-baw.y=L_2 €z
T €l Sy=ig bzw.y=70-3 (peZ)
gilt. Setzt man T := _mglsl’ so ist ¢ € Z.

Reelle Gleichung:
9617 — 279pz? + 31p*3% — p® = +24.

o Fall 31, 34:
L>3, zat+z+y= —(2a2|(;||—2?na+1)(_1)m eR.
Somit gilt . .
x € iR, %y:igbzw.yzg—g (pez).
Setzt man T := —xigﬁ, so ist T € Z.

Reelle Gleichungen:
961%> — 279pi? + 31p%52 — p® = +£24

(fiir Fall 31) sowie
122522 — 315p&? + 35p22% — p° = +40

(fiir Fall 34).

e Fall 33: )
L >3, xa+x+y—W(—1)meR.
Hier gilt .
z € iR, %yzz?bzw.y:g—g (peZ).
Man setzt nun 7 := —m:‘é%, damit = € Z gilt.

Reelle Gleichung:
122583 — 315p#? + 35p°3% — p® = +40.

Nun betrachtet man noch jene Einzelfille, in denen
lu + va 4+ wa?| # |w + (2w — v)a + (w — v+ u)a?|,

d.h.
u + va + wa?

w+ 2w —v)a+ (w— v+ u)a? 70

log

gilt.

(-1)™ € R.

91
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utvatwa?
2w—v)a+(w—vtu)a?

e Fall 9: In diesem Fall gilt log )w v

= —2log |a|, sodass sich

A3 = —2log |a| + (201 + ba + 1) log || + (b2 — b1) log |o + 1| = (b1 + 2b2 — 1) log |

ergibt. Ist Ag = 0, so folgt daraus by = —2by + 1. Setzt man by = —m, so ergibt sich,
dass fiir A3 =0

a2

a+1

7=7m=uﬂa< )m (m € Z)

bzw. mit f = u + va + wa?

a2 \"
Y = plw+ (u+ (E+2)w)a+ (v+ (t—1)w)a?) ( > = z1(m) +zo(m)a+x3(m)a’

a+1
(4.41)
mit m € Z gelten muss. Man erhélt also wieder die bereits bekannten Rekursionen
fir p,, und @, jedoch mit anderen Startwerten. Auch hier wird zur Bestimmung der
Losungsmenge von (1.1) KASH3 verwendet, und die Thue-Gleichung muss in eine ent-
sprechende reelle Gleichung transformiert werden. Aus (4.41) erhélt man:

@2 \"
z—a®y = (w4 (u+ (t+2w)a® + (v + (t - 1)w)a(3)2) S
aB® +1

(ot (e
=<w—(u+(t+2)w) ! +(2+t@—a2)(v+(t—1)w)> (a(a1 1))?”’

a+1 a+1 +
(4.42)
da %H = 2 + tar — o2 gilt, und deshalb
1
C20—u+ (t=3)w+ (tv+ (2 —t+ Dw)a — (v + (t — L)w)a? (—1)m
- ‘a|2m ’
(4.43)
da fiir Ra = —% ala+1) = —|af? gilt. Es gilt L > 3, ¢ € Zg, ¢m = (1 — b)Gy, mit

Gm € Zy Qu = (—=1)™T1G,, > 0 fiir m > 1, sowie

2 | t242t—4bt+1 t—6b4-2
b)a T2 T B (—1)™
‘05‘27”

za+z+y=(1-

bzw. ,
a2 4 PA2t=dbitl | t—6b g2

4b—t—2 4b—t—2
P (-1)™eR.

(za+z+y) =

1-0

Man kann nun analog zu oben zeigen, dass

1 b
1_bx:—bx6iR, %(by):i?xbzw.yzﬁ_
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folgt. Setzt man & := —%\/3 sowie p:= £, so gilt Z,p € Z.

Reelle Gleichung:

4533 — 27pi% + 15p°%°% — p° = +32.
utvatwa?
w+(2w—v)a+(w—v+u)a?
und ¢, € Zg. Um eine reelle Gleichung zu bekommen, verwendet man (4.43), und es
ergibt sich L > 3, ¢y € Zg, Gm = b mit G € Z, Qp = (=1)" Gy, > 0 fiir m > 1

= —2log || sowie L > 3

e Fall 12: Hier gilt analog zu Fall 9 log

und ,
o o +
ra+r+y="> (=)™
‘a|2m
sowie

2 _ —
Oé2 + t“+3t 6bt+1a_|_ t—11b+6

6b—t—3 6b—t—3
A (-1 eR.

1
g(:voz—l-a:+y)=

Es gilt also

1 , (1=b)x P

So=(1—b)z iR, S(1—b)y) =i baw. y= 7

5T ( Jr € iR, (( Jy) =1 5 ZW. Y 20— 2
Setzt man T := _%\/g sowie p := 5, so ist Z,p € Z.

Reelle Gleichung:
4583 — 27pE? + 15p°3% — p° = +64.

e Fall 16: Hier gilt log | HZw’j‘S’Sj&ffi ez =~ log |a|, sodass man

Az = —log |a| 4 (2b1 + by + 1) log || + (b2 — b1) log | + 1| = (b1 + 2b2) log |«

bekommt. Ist Ag = 0, so folgt daraus by = —2by. Setzt man nun by = —m, so erhilt
man fiir A3 =0

a2

a+1

'VZ%ZW( )m (m € Z)

bzw. mit f = u + va + wa?

o2

Y = p(u+ va + wa?) < ) = x1(m) + z2(m)a+ xz3(m)a? (m € Z). (4.44)

a+1

Man erhélt also wiederum die bereits bekannten Rekursionen fiir p,, und ¢,, mit ande-
ren Startwerten. Auch hier wird zur Bestimmung der Losungsmenge von (1.1) KASH3
verwendet, und die Thue-Gleichung wird in eine entsprechende reelle Gleichung trans-
formiert. Aus (4.44) ergibt sich:

@2 \"
2 —a®y = (u+va® + wa®? <a>

a® +1
= (u—v

are(e) ) ()

a+

1 —a? "
(s +(2—|—to¢ af)w 1 ’

a+1 a+1 ala+1)
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da %H =2+ ta — o2 gilt, und daraus

1

u— v+ 2w+ (u+ tw)a — wa? " '
= (_1) )
|a|2m

da fiir Ra = —1 a(a+1) = —|a|? gilt. Es gilt in diesem Fall L > 3. Um alle positiven m
zu untersuchen, transformiert man die Thue-Gleichung (1.1) auf eine reelle Gleichung.
Dazu verwendet man (4.46) und bekommt so

—a?+ (t—b)a+b
|a|2m

ra+z+y= (-1)™ e R.

Man kann nun analog zu oben zeigen, dass

z € 1R, %y:igbzw.yzg— (pez)

x
2
gilt. Setzt man & := , 850 bekommt man = € Z.

Reelle Gleichung:

_ xz\ﬁ
7

14723 — 63pi? + 21p%&2 — p° = +24.

e Fall 17: Hier gilt so wie im Fall 16 log w+(2wf'5;’5:(%°fv+u)a2 = —log |a|, sodass sich

die obigen Formeln auch in diesem Fall verwenden lassen. Es gilt in diesem Fall L > 3.
Mithilfe (4.46) ergibt sich

—a?+(t—ba—1+b

ra+z+y= azm (-1)™eR
und somit . I
iR, Qy=i=bzw.y==— = 7).
v iR, Qy=igbzw.y=7-7 (pez)
Setzt man x := —%ﬁ, so gilt & € Z.

Reelle Gleichung:
14733 — 63pi? + 21p2&2 — p3 = +40.
e Fall 18: Hier gilt ebenfalls log | +(2wﬁifjj{5fv Toaz| = log |, sodass die Uberlegun-
gen aus Fall 16 giiltig bleiben. Ebenso ist L > 3. Um eine reelle Gleichung zu bekommen,
verwendet man (4.46) und erhélt so

—a? 4+ (t—-ba—-2+b
‘a|2m

rat+zx+y= (—1)™ eR.

Somit gilt

. T p

R Sy=12—Db . = - — — 7).
z iR, Qy=igbzw.y=7 -7 (peZz)
Man setzt Z := —%ﬁ
Reelle Gleichung:

, sodass Z € Z gilt.

1477% — 63pz? + 21p*3% — p® = £56.
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utvatwa?
2w—v)at+(w—v+u)a?

e Fall 32: In diesem Fall gilt log | — = 4log ||, und man bekommt

A3 = 4log || + (2b1 + by + 1) log || + (b2 — b1) log |+ 1] = (b1 + 2ba + 5) log |v|.

Fiir A = 0 folgt daraus by = —2bs — 5. Setzt man nun by = —m, so erhélt man fiir
A3 =0 .
B[ o
= = —_— Z
Y= =ros |\ o (m € Z)

bzw. mit 8 = u+ v+ wa? und L =a? — (t — 1)a — (t+2)

Ym = p(=56u — T7tu — 53t%u — 23t3u — 6t*u — tOu + 250 + 28tv + 16t%v + 5t3v + t*v
— 1w — 10tw — 4t*w — t3w + (14u — Ttu — 16t>u — 12t3u — 4ty — tPu — 6v + 4tv
+ Tt%0 + 3t3v + tho + 3w — 3tw — 2t*w — 3w)a + (25u + 28tu + 16t%u + 5t3u + thu

2 m
— 11v — 10tv — 4t%v — t3v + 5w + 3tw + t?w)a?) < O; 1)
o

= 21(m) + x2(m)a + z3(m)a®  (m € Z).
(4.47)

Man erhélt also die bereits bekannten Rekursionen fiir p,, und g, mit anderen Start-
werten. Zur Bestimmung der Losungsmenge von (1.1) wird wieder KASH3 verwendet,
was eine Transformation der Thue-Gleichung auf eine entsprechende reelle Gleichung
notwendig macht. Aus (4.47) ergibt sich:

z— By = (=56u — 77tu — 53t%u — 23t3u — 6t u — tOu + 250 + 28tv + 16t%v 4 5t3v
+ tt — 11w — 10tw — 4t%w — 3w + (14u — Ttu — 16t%u — 12t3u — 4t'u
— t%u — 6v + 4tv 4 Tt?v + 3t30 + t1o + 3w — 3tw — 262w — Pw)al®)
+ (25u + 28tu + 16t%u + 5t3u + thu — 11v — 10tv — 4t%0 — 30 + 5w

@2 \"
+3tw+t2w)a(3)2)< a ) :

a® +1
(4.48)

Geht man analog wie bei allen anderen Féllen vor, so erhilt man

—20u — 14tu — 5t2u — t3u + v + 4tv + t2v — 4w — tw
rla+1l)+y= afzm (=™

n (—=56u — 52tu — 25t%u — Tt3u — thu + 25v + 17t + 6t%0 + t3v)a

‘a|2m
(—11w — 5tw — t2w)a m
‘a|2m (_1)

N (—25u — 28tu — 16t%u — 5t3u — t*u + 11v + 10tv + 4t + t3v)a?
‘05‘27”

(=™

(—5w — 3tw — t?w)a? m
P (—1)™.
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Es gilt in diesem Fall L > 3. Um eine reelle Gleichung zu bekommen, verwendet man
(4.49) und bekommt so, dass xa+ x4y € R gilt. Man kann nun analog zu oben zeigen,

dass
x €iR,
i = iv/31
gilt. Setzt man T := —9“31

Reelle Gleichung:

%y:igbzw.yzg

X
_Z 7
57 3 (peZ)

, S0 bekommt man T € Z.

9617° — 27932 + 31p?3% — p® = +24.

Man erhilt somit die folgende Liste fiir alle 8 = SUTY, die A; = 0 ergeben.

H fiir alle D H
l t | B | Nuy(B) | Zugehorige Gleichung |
t — _l _|_ M 5 ) ) s
mit 2D < 11663 | @ T2 | 2+l | DO +apic) +92%p +ac = £8c (1)

H D=3 |
H t g Nita)/k(8) ‘ Zugehorige Gleichung H
— 14 ags a+1—b ZESI 3(p? + Ep2c) + 932p + Fc = +4(c — 3)

mit ¢ < 93 313 mit # = bz (2)
=14 s a+b 241 3(p? + ip2c) + 932p + 3¢ = +4(c + 3)
mit ¢ < 99 313 mit 7 = (1 — b)z (3)
— 14 g a+1+b (2t + 1)DB— | 3(p + Fpc) + 97%p + #c = +12(3c + 7)
mit ¢ < 123 -1 mit & = (2 — b)z (4)
— 14 g a+2-b (2t + 1)DB 4 | 3(p + Fpc) + 97%p + #c = +12(3¢ — 7)
mit ¢ < 123 +7 mit & = (14 b)z (5)
TV (1-3b)a—1 —4i\/3 3(p® + bap?) + 922p + 5z® = +£32 (7)
(a+1-0b)? -3 4533 — 27pF% + 15p%% — p° = +£24
mit p = 1%,2 = — m‘f (8)
a? + (3 — 4b)a+ —4 4553 — 27px 1513 i— 13 = +32
+1—-2b mltp:px:—mg/g (9)
(20 — 1)a®+ —4 4533 — 27px? + 15p?% — p> = £32
+(4b—1)a +1 mit 7 = — 23 (10)
ba? + (4 — 2b)a+ 5 4533 — 27p7?% + 15;525; —p3 = 440
+3—3b mit = P,& = —24/3 (11)
a? + (4 — 6b)a— 8 4533 — 27pa® + 15p%% — p° = +64
~1-b mit p = £, 7 = -3 (12)
. (41 —b)? —12 6353 — 27pE2 + 21p%% — PP = +96
mit p = 25,7 = — 23 (13)




KAPITEL 4. LOSUNGEN DER RELATIVEN THUE-GLEICHUNG
!\ D=1 |
H t ‘ 16 ‘ Ni(a)/x(8) ‘ Zugehorige Gleichung H
tz—%—}—%ﬁ ba+1 2t +1— 7(p® + xp?c) + 92%p + 23c =
mit ¢ < 57 —2i\/7 = 4+8(c —2) (6)
— Ly 3T 2a+1—b T ST 7(p3 4 33p?) + 9F%p + 335 = 42
mit & = Sz (14)
(2—b)a—b T ST 7(pB 4 3Ep?) + 9F%p + 333 = +2
mit & = 52z (15)
a? +(2—2b)a—b -3 147%% — 63p3? + 21p*% — p> = +24
mit 7 = — 27 (16)
a?+ (3—2b)a—b -5 14773 — 63pi? + 21p%7 — p® = +40
mit & = —2Y7 (17)
a? + (4 —2b)a — b -7 14732 — 63p3? 4 21p*% — p? = +56
mit 7 = — 2T (18)
(ba + 1)? - 14733 — 63pa? + 21p°% — p? = £56
mit 7 = — 2T (19)
H D=1 |
H t ‘ I} ‘ Ni(oy/k(8) ‘ Zugehorige Gleichung H

+ 30 [ po 1| 20/IT | 11(p® + 3ap?) + 922p + 323 = +16 (20)
+ OV po 1| BiVIT | 11(p® + 5ap?) + 922p + 5a® = +40 (21)

H D=15 |
H t ‘ 8 ‘ Ni(a)/5(8) ‘ Zugehorige Gleichung H
B Y 3 2255 — 135pa® + 15p°7 — p? = £24

mit 7 = — 215 (29)
—L+ 35 | bt 3iv15 | 15(p® + bap?) + 92°p + 32° = £24 (23)

!\ D =19 |
H t ‘ 3 ‘ Nig(a)/£(6) ‘ Zugehorige Gleichung H
Ly L G241 2 361%3% — 171pz” + 19p°% — p* = £16

mit 7 = — 219 (24)
(a® +a+1)2 4 361°%% — 171pi* 4 19p*F — p°* = +32
mit 7 = — 219 (25)
!\ D =23 |
H t ‘ 8 ‘ Ni(a)/6(6) ‘ Zugehorige Gleichung H
LB ba+3 | —iv23 | 23(p + ap?) + 92%p + 2 = £8 (26)

(2+ba+5| —iv23 | 23(p> + ap?) + 922p + 2% = £8 (27)

97
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H D =31 |
[ t ‘ g | Ni(ayx(8) | Zugehorige Gleichung |
—3+ 0 [ (14+b)a+3 V31 | B1(p’ + xp?) + 92°p + 2 = £8 (28)
(1+3b)a+5 iv/31 31(p% + xp?) + 92%p + 23 = £8 (29)
202 +a+1 -3 96133 — 2792 + 31p2% — p° = £24
mit 7 = — 2531 <30>

a? +2a+2 -3 96133 — 279pi? + 31p T—p=+24
mit 7 = — /31 (31)

o +ba+1+0 -3 96133 — 279pi? +31px—p =424
mit 7 = — 31 (39)

H D =35 |
H t ‘ 8 ‘ Ni(a)/k(5) ‘ Zugehorige Gleichung H
L e a1 —5 12257% — 315p32 + 35p%F — p* = +40

mit 7 = — 235 <33>
a? + 2a + 2 -5 12253% — 315pi2 + 35p 7 —p’ = £40
mit 7 = — 235 <34>
o +a+1 -2 122533 — 315pz? + 35p T —p*==+16
mit 7 = — /35 <35>
(@? + a+ 1) 4 12253° — 315pz* + 35p T—p® =432
mit 7 = — 3 (36)
[ D = 39,43,47,51,55 |
H t ‘ 8 ‘ Ni(o)/u(5) ‘ Zugehorige Gleichung H

D?i% — 9Dpa? + Dp?% — p® = £8(t> +t + 7)
_ziv/D <37>
D

LD a2 pa 1| 24T

mit x =

Gibt man diese Gleichungen in KASH3 ein, so ergeben sich die folgenden Lésungen der Thue-
Gleichung (1.1) in Satz 4.4 (Beschreibung des Programmes siche Anhang A.4.2).
Gleichung (1): [D.1], [D.2], [D.3], [11.1], [15.1], [15.2], [19.1], [23.1], [23.2], [23.3], [31.1], [31.2],

[51.1]
Gleichung (2): [3.3], [3.5], [3.16]
Gleichung (3): [3.4], [3.10], [3.17]
Gleichung (4): [3.1], [3.18]
Gleichung (5): [3.2], [3.9], [3.19]
Gleichung (6): [7.1], [7.2]
Gleichung (7): [3.4], [3.10]
Gleichung (9): [3.2], [3.9]
Gleichung (10): [3.2], [3.9]
Gleichung (12): [3.15]
Gleichung (20): [11.2]
Gleichung (21): [D.1], [D.2], [11.1]
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Gleichung (23): [D.1]

Gleichung (26): [D.1], [D.2], [23.1], [23.2], [23.3]
Gleichung (27): [D.1], [D.2], [23.1], [23.2], [23.3]
Gleichung (28): [D.1], [D.2], [31.1], [31.2]
Gleichung (29): [D.1], [D.2], [31.1], [31.2]
Gleichung (37): [43.1]

Die restlichen Gleichungen liefern keine Losungen der Thue-Gleichung.

4.3 Der Fall A; #0

Nun werden jene Werte (z,y) € Z2, die nicht den Eigenschaften (3.11) geniigen und fiir die
Aj # 0 gilt, auf ihren Beitrag zur Losungsmenge der Thue-Gleichung (1.1) untersucht.

4.3.1 Behandlung der kleinen y

Man betrachtet nun alle betragsméfig kleinen y € Zj.
Sei zuerst |t| > 6 und |y| < 4. Unter Verwendung von (3.7) erhélt man aus (3.6)

2.9482
vl

+ {a P} lyl.

}:): — La(j)Jy‘ <

Mithilfe der Entwicklung (2.3) ergibt sich fiir die Bruchteile von o) fiir [t| > 6
{a}] <0.383694, [{a@}| <0.178761, |[{a®}| < 0.202854.

Daraus erhilt man die folgenden Abschétzungen fiir ‘w — La(j)Jy‘:

2.9482

‘x— LJy] < == + 0383604y
2.9482

(x — la®Jy| < S 0ATsT6Ly)
2.9482

‘x — 1a®y| < o 0-202854]y]

Unter Verwendung von Korollar 3.5 erhélt man fiir [¢| > 6 : |y| > 2.01456 > 2, und so ergibt
sich mithilfe der obigen Ungleichungen fiir 2 < |y| < 4:

| — |y < 3.00888, ‘x - Loz(Q)Jy‘ < 2.18914, )x - La(S)jy’ < 2.28552.

Nun werden alle  und y, welche die obigen Ungleichungen erfiillen, berechnet und in die
Thue-Gleichung (1.1) eingesetzt. Die rechte Seite ¢ der Thue-Gleichung nimmt dabei alle
Werte aus der Spalte Ny (q) /k(fy) in Korollar 2.18 an, da dies die einzigen Fille sind, wo die
Ungleichung |Fy(z,y)| = €| = |Ni@)/k(® — ay)| < 2t + 1] gilt. Die Gleichung (1.1) wird fiir
alle méglichen Werte x, y und ¢ nach t gelost und anschlieflend wird iiberpriift, ob die Bedin-
gungen t € Zj und Rt = —5 erfullt sind. Diese Uberpriifung erfolgt mittels Mathematica®
(siehe Anhang A.4.3). Ein solches Vorgehen liefert die folgenden Losungspaare (x,y) von
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Fy(z,y) = ¢ mit |y| <4 und [t| > 6:

D =3 (mod 4): [D.1] (x,y) = (—1,-1) fiir £ =2t + 1 fir alle ¢.

D=3: Zusitzlich zu [D.1] ergeben sich die Losungen:

3.1]  (2,y) = (14b,—1) fiir £ = 83 (2t41) I fiiralle t # —14+5Y3 ke {1,5,7,9,11,13, 15},
3.2] (z,y) = (-b,—1) fiir £ = “[(2754— 1)+ 2 fiir alle t # —1 + %,

3.3] (z,y) = (—(1 —b),1) fiir £ = 251 ?M fiir alle t #1403

3.4] (2,y) = (=b, 1) fiir £ = 21 4 % fur alle t # —1 4 13,

3.6] (2,y) = (b,2 = b) fiir £ =5 — 6iv/3 fiir t = —1 + Tiy3,

3.7 (z,y) = (—(1 —0),2) fiir £ =5+ 6i/3 fiir t = —3 7“[

D=T: Zusitzlich zu [D.1] erhilt man die Losungen:

[7.1] (z,y) = (1,-b) fiir £ =2t +1—2iV/7 fiir alle t # —4 + 247

[7.3] (z,y) = (1,—(1+0)) fiir £ =11+ 2iV/7 fiir t = — + 2 7,

[7.4]  (2,y) = (=1, —(1 = b)) fiir £ = 11 — 2i/7 fiir t = —1 4 3T,

D=11: Zusétzlich zu [D.1] bekommt man die Losung:
[11.1]  (z,y) = (1, =b) fiir £ = 2t + 1 fiir ¢ = —1 4 SWIL,

Sei nun |t| < 6 und |y| < 7. Mithilfe (3.4) erhélt man

o g \ 1/6
2| — ‘@(j),,y‘ <z — a(j)y‘ < <W> i

|62 + ¢+ 72 ly]

und daraus

82+t + 7|2 ly| 1,23}

1/6
214 .
2] < <W> i + max |a(3)|‘y|‘

Fiir jedes ¢ mit [t| < 6 werden die Nullstellen o), j € {1,2,3} berechnet. Um eine obere
Schranke fiir  zu berechnen, setzt man dann diese Werte fiir jedes einzelne t in die obige
Ungleichung ein. Nun kann die Thue-Gleichung (1.1) fiir alle z,y, die die Ungleichungen
erfiillen und alle £ aus Korollar 2.18 (Spalte Nj,)/,(7)) abhiingig von ¢ gelost werden. Dann
wird {iberpriift, ob ¢t € Z; und Rt = —% gilt (siehe Anhang A.4.3).

Dadurch erhilt man die folgenden Losungspaare (z,y) von Fy(z,y) = ¢ mit |y| < 7 und
|t] < 6:

D =3 (mod 4):

[D.1] (z,y) = (—1,-1) fir £ =2t + 1 fiir alle ¢,

[D.2] (z,y) = (—t,—1) fiir £ =2t + 1 fiir alle ¢.

D=3: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] ergeben sich die Losungen:
3.2] (2,y) = (=b,—1) fiir £ = D32+ 1)+ L = —4 fiir t = —1 + 33
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3.3] (2,y) = (—(1—b), 1) fiir £ = 241 _ 303 nfﬁut_—%
[3.4] (@y):(—a1)mre=2H4+§ﬂ5__@vfﬁnt—- 1y oiy
3.8] (2,y) = (2+3b, 1 —b) fiir £ = 7i\/3 fiir t = —1 + 313,

3.9] (2,y) = (—(7 — 6b),1+b) fiir £ = —4 fiir t = — 2+&f
3.10] (z,9) = (— u+%)(yw»mw_m¢kmt_f4ﬁg?
[3.11] (z,y) = (—(1 +b),—(1 — b)) fiir £ =2+ 3i/3 fiir t = —1 5“[
3.12] (z,y) = (—(1 +1b),2b) fiir £ =2 — 3i\/3 fiir t = —1 +%f
3.13] (z,y) = (—(1 + 3b), ﬂ—b»ﬁu€—4+&vﬁﬁut_ 1y o3
3.14] (z,y)=(2+2b,1—b) fiir {=4—3iV3 fiir t = —5 + 5“[
D=7: Zusitzlich zu [D.1], [D.2] erhélt man die Losungen:

[71] (2,y) = (1, -b) fiir £ = 2 + 1 — 2iv/T = i/T fiir t = — 3 + 3T,
[7.5] (x,y) = (1, —(1+ b)) fiir £ = 4 4+ iy/7 fiir t = —1 + 3 {

[7.6] (2,9) = (—1,—(1—10)) fur€—4—szurt——§+3

[7.7] (2,y) = (1,1 — 2b) fiir £ = 1 4 2i/7 fiir t = —5 + 3“[

78] (z,y) = (—1,2b) fiir £ =1 — 2/7 fiir t = —1 + 3“
muwpgummﬂﬁﬁ%MF%

[7.10]  (z,y) = (=2,b) fiir £ =T — 37 fiir ¢ = —1 4 307

[7.11]  (z,y) = (5— b, —b) fiir £ = =7 fiir t = —5 + 25T,

[7.12] (z,y) = (3+2b,1—b) fiir {=—T7 fir t = -1 + 3“[

D=11: Zusitzlich zu [D.1], [D.2] ergeben sich die Losungen:

[11.2] (z,y) = (1,-b) fiir £ =2iV/11 fiir t = — + ?”f
MH()(MﬂMMM_HMﬁMLQ+%1
[11.4] (z,y) = (2,2 —b) fiir £ =26 + 1 = /11 fiir ¢ = —1 4 DL
[11.5] (z,y) = (2, —(3+b)) fiir £ =2t + 1 = /11 fiir t = —1 + /1L

D=15: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] bekommt man die Losungen:
[15.1] (z,y) = (1, =b) fiir £ = 2t + 1 = 3i/15 fiir ¢ = —L 4 315,
[15.2] (z,y) = (3+b,4—) fiir £ =2t + 1 =iV15 fiir t = —3 + “ﬁ

D=19: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] ergeben sich die Losungen:
[19.2] (z,y) =(2,1-0) fir =3 fiir t = “ﬁ
[19.3] (z,y) =(—-2,2+40) fur £ =3 fiir t = §+§.

D=23: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] erlangt man die L()'sungen:
23.2] (2,y) = (=3,1+b) fiir £ =2t + 1 = iy/23 fiir t = —5 2B
23.3] (2,y) = (=5,2+b) fiir £ = 2t + 1 = iv/23 fiir £ = —L + “ﬁ
pw(mFQFMMh%wQMh%+%;
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[23.5] (x,y) =(—2,1+0) fﬁrﬁz%—l—@fﬁrt:—%—%@,
[23.6] (x,y) = (2,-b) fiir € = 3 — 2 fiir ¢ = — L 4 23
[23.7] (z,y) = (—2,2+D) fir £ = %—@ fﬁrtz—%—i—i‘éﬁ.

D=31: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] gewinnt man die Losungen:

31.1]  (z,y) = (3, —(1+b)) fiir £ =2 + 1 = iv/31 fiir t = —1 + DBL
31.2] (z,y) = (5, —(1 + 3b)) fiir £ =2t + 1 = iv/31 fiir t = —1 + D31
[313] (iU, ) (27_b) fur€—2—}—“ﬁfrt_ 2_’_7/\/7

31.4] (z,y) = (=2,1+1b) fiir £ = & — DB fijr ¢ = —1 4 D81

D=35: Zusétzlich zu [D.1], [D.2] ergeben sich die Losungen:
35.1] (z,y) = (2,—(1+b)) fir £ =2t +1=1iV35 fﬁrt——
35.2] (w,y) = (2,—-b) fiir £ =2t +1=14/35 fiir t = —% 4 *

3
+ 2 b)

ot

4.3.2 Ausnahmefille © € {0, —y, ty}

Im dritten Kapitel wurden fiir alle ¢t mit [t| > 6 die Werte z = 0, z = —y und = = ty ausge-
nommen, damit der Ausdruck |z — | |y| nicht verschwindet. Nun werden diese speziellen
Werte untersucht.

Im Fall £ = 0 wird die Thue-Gleichung (1.1) zu F;(0,y) = —y® = £. Um diese Gleichung zu
16sen, miissen die dritte Wurzeln von —¢ berechnet werden. Da die Wurzeln Elemente aus Zj
sein miissen, konnen nicht alle Werte ¢ aus der Tabelle von Korollar 2.18 (Spalte Ny (q)/x(7))
verwendet werden. Die Liste aller méglichen ¢ und ¢ kann mithilfe eines Mathematica®-
Programmes ermittelt werden. Dieses Programm berechnet fiir eine Liste von t mit Rt = —%
und 3t > 0 die dritten Wurzeln y aller +¢ aus Korollar 2.18 und iiberpriift, ob y ein Element
aus Zj, fiir ein spezielles t mit [¢| > 6 ist (siehe Anhang A.4.4). Man erhélt die folgenden Paare

(x,y) von Losungen:

D =3 (mod 4):
[D.3] (z,y) = (0,—(2k+1)(1—2b)) fiir £ =2t +1fiirt = -1+ C“F =D(2k+1)3,k > 0.

D=3: Zusatzhch zu [D.3] ergeben sich die Losungen:

3.16] (z,y) = (0, —k(1 — 2b)) fiir £ = 2650 — 303 fip ¢ — L 4 Y3 o k3 43 | > 1,
3.17] (=, ) (0, —k(1 — 2b)) fiir £ = 251 4 303 fip g = L 4 Y3 o — 643 — 3k > 2,
3.18]  (z,y) = (0,3k +2) fiir £ = DB(24 +1) — T fiir ¢ = —L 4 €y ¢ = 262727 5>
3.19] (z,y) = (0,3k + 1) fiir £ = DB(2% +1) + J fiir ¢ = —L 4 €y ¢ = 262 3 >

D=T: Zusétzlich zu [D.3] bekommt man die Losung:
[7.13]  (2,y) = (0, —(2k + 1)(1 — 2b)) fiir £ = 2t +1—2i/7 fiir t = —5 + DT ¢ = 7(2k+1)3,
k> 0.



KAPITEL 4. LOSUNGEN DER RELATIVEN THUE-GLEICHUNG 103

Im Fall x = —y wird die Thue-Gleichung (1.1) zu

Fy(=y,y) = (=9)* = (t = D(=)°y — (L +2)(-p)y’ —° =
(-0 (2 -y =y =

Das Losen der Thue-Gleichung in diesem Fall ist analog zum Losen der Thue-Gleichung im
Fall x = 0, und man erhélt die folgenden Losungspaare (x,y):

(D3] (z,y) = (0, —(2k + 1)(1—2b)) fiir £ = 2+ 1 fiir t = —1 + YD ¢ — D(2k+1)3k > 0.

[3.16] (z,y) = (0, —k(1 — 20)) fiir £ = 2 — % fir t = —3 + ;/3(: =6k3+3,k>1,
317 (z,y) = (0, —k(1 — 2b)) fiir £ = 260 4 303 fijp ¢ = L Y3 o k3 3 | > 2,
3.18] (w,y) = (0,3k +2) fiir € = S3(2 4 1) — T fiir £ = —1 4 Gy8 ¢ = 260207 45
3.19] (w,y) = (0,3k + 1) fiir £ = S3(2 4+ 1) + F fiir £ = —1 4 Gy3 ¢ = 260207 45

D=7: Zusitzlich zu [D.3] gewinnt man die Losung:
[7.13]  (z,y) = (0, —(2k + 1) (1 — 2b)) fiir £ = 2t +1— 2i/7 fiir t = —3 + GYT ¢ = 7(2k +1)3,
k> 0.

Im Fall x = ty wird die Thue-Gleichung (1.1) zu

Fy(ty,y) = (ty)* — (t — 1)(ty)*y — (t + tyy® —y® = —(2t + 1)y° = L.

Um diese Gleichung zu losen, miissen die dritten Wurzeln von —ﬁ berechnet werden. Diese

Wurzeln y miissen Elemente aus Zj sein. Berechnet man fiir alle moglichen rechten Seiten £
der Thue-Gleichung (1.1) die dritten Wurzeln —ﬁ, so ergibt sich nur dann y € Zj, wenn
¢ = £(2t + 1) gilt. In diesem Fall wird y*> = 41 gelost, man berechnet also die dritten
Einheitswurzeln (siehe Anhang A.4.4). Fiir x = ty erhdlt man die Losung

[D.2] (x,y) = (—t,—1) fiir £ =2t + 1 fiir alle D und t.

4.3.3 v = x — ay assoziiert zu einer Zahl aus Z;

Zum Abschluss wird noch der Fall betrachtet, wenn « zu einer Zahl aus Zj, assoziiert ist. Seien
7D 4@ und 43 wie in (3.2) definiert. Ist v = (! zu einer Zahl aus Z;, assoziiert, so sind
7® und 43 zur selben ganzen Zahl assoziiert, und man kann Ni(ayk( —ay) = Fi(z,y) =€
als 71 .42 . ~B) = ¢ = ;i3 mit || = 1 und r € Zy, schreiben. Dividiert man diese Gleichung

D @ 4O

durch 73, dann ergibt sich 7@ = u bzw.
T T T

% — (t—1)3%) — (t +2)29° — §° = . (4.50)

Diese Thue-Gleichung wurde in [1], [2], [3] sowie [4] betrachtet. In Tabelle 1 von [3, Satz 2]
sowie in der Ubersicht [4] sind alle Losungen (Z,9) von (4.50) aufgelistet. Setzt man x = &r
und y = gr, so erhilt man fiir Rt = —% alle Losungen von (1.1). Da die dritte Wurzel von ¢
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berechnet werden muss und diese Wurzel r ein Element aus Zj sein muss, gibt es nur Lésun-
gen fiir spezielle ¢ abhéngig von D und ¢ (vgl. die Spezialfille x = 0,2 = —y). Die Liste der
Losungen kann mithilfe eines Mathematica®-Programmes erhalten werden. Das Programm
berechnet fiir eine Liste ¢t mit Rt = —% und St > 0 die dritte Wurzel » von ¢, multipliziert
jedes  und ¢ mit r und iiberpriift, ob diese Werte fiir ein spezielles ¢ aus Zj sind (siehe
Anhang A.4.5). Dadurch erhilt man die folgenden Losungen (z,y):

(D3] (z,y) = (0, —(2k + 1)(1—2b)) fiir £ = 2t + 1 fiir t = —1 + YD ¢ — D(2k+1)3,k > 0.

D=3: Zusatzhch zu [D 3] ergeben sich die Losungen

3.15] (z,y) = (0, —2) fiir £ = 8 fiir t = —% 4 53

3.16] (z, ) (0, — (1 — 2b)) fiir £ = %;1 ?ﬂf fiir t = —1 + Gy ¢ = 6k + 3,k > 1,
3.17)  (z,y) = (0, —k(1 — 2b)) fiir £ = 21 4 3M fiir ¢t = —1 W c=6k%—3k > 2,
3.18] (2,y) = (0,3k +2) fiir £ = 32t +1) — I fiir t = —1 c“f = AREDTT g s
3.19] (2,y) = (0,3k + 1) fiir £ = Y3 (2t +1) + 7 fiir t = —1 4 Z,f = ASREDTT g >,

D=7: Zusétzlich zu [D.3] erhélt man die Losung:
[7.13]  (z,y) = (0, —(2k +1)(1 = 2b)) fiir £ = 2t +1—2i/7 fiir t = —5 + DY ¢ = 7(2k+1)3,
k> 0.

4.4 Losungen der Thue-Gleichung fiir alle ¢ mit Rt = —%

Lemma 4.3 Sei (z,y) eine Lisung von Fy(z,y) = £. Dann sind (—(z+y), x) und (y, —(z+y))
ebenfalls Losungen von Fy(x,y) = £ und (—x, —y) ist eine Lisung von Fy(x,y) = —L. Im Fall
D =3 sind (—bx, —by) und (—(1 —b)z,—(1 —b)y) ebenfalls Losungen von Fy(x,y) = £.

Beweis Durch Einsetzen in die Thue-Gleichung. Die letzte Behauptung folgt mithilfe von
W =b—1firb= % + % ebenfalls durch Einsetzen. O

Kombiniert man die vorigen Abschnitte, so erhélt man folgenden Satz iiber die Losungen der
Thue-Gleichung (1.1).

Satz 4.4 Sei D = 3 (mod 4) quadratfrei, k := Q(v/—D), Zy, der zugehérige Ganzheitsring
und t,0 € Zy, mit t € Z und || < |2t + 1|. Weiters sei b = % + @. Fir Rt = —3,St > 0
und t # —% + % sind die einzigen Losungen (z,y) € 72, abgesehen von jenen zusditzlichen
Lésungen, die gemdf$ Lemma 4.3 existieren, der Familie von relativen Thue-Gleichungen

Fy(z,y) =2 — (t — D)2’y — (t+ 2)ay® —y* = ¢

in den folgenden Tabellen abhdngig von der Diskriminante D aufgelistet.
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H Tabelle 1 (fiir alle D) H

H x ‘ Y ‘ l ‘ Einschrinkungen giltig fir t H
[D.1] -1 -1 2t +1 fiir alle D and t
[D.2] 1 —1—1 —2t — 1 fiir alle D and t
D3] 0 | —(2k+1)(1—2b) | 2t+1 | firalle D andt=—1+ YL ¢ = D(2k+1)3,
k>0

[ Tabelle 2 (D = 3) |

H x Y ‘ 14 ‘ Einschrdankungen giltig fir t H
31 140 -1 w32 +1) 1 fiir alle t # —1 + kY3
ke {1,57,9,11,13,15}
2 — -1 D32+ 1)+ L iir alle t # —3 + 42
3 b B3 (2 z fiir alle t # —1 + 143
33 —(1-b) 1 24l _ 3iY3 fiir alle t £ —L + 23
[3.4] b 1 Arl 4 30Y3 fiir alle t # —L + 13
[3.5] 5—5b | —(19+ 14b) 2i\/3 t=—14 73
[3.6] b 2—-b 5— 6iv3 t=—14 73
3.7 —(1-9) 2 5+ 6iv3 t=—1 4 Ty
[3.8] 2+ 3b 1-b 7iv3 t:_%Jr@
[3.9] —(7—6b) 1+b —4 t=—14 53
310 —(1+2 —(1— i3 f— 14 53
b b 4iV/3 L 515/3
311 —(1+4b) —(1-b 2+ 3iV/3 t =14 5iv3
2 2
3.12]  —(1+b 2b 2 —3iV3 t=—1 4 5iv3
2 2
3.13) —(1+3b) | —(1-0) 4+ 3iV3 t— 14 5iv3
2 2
. + - — Ol t: ———’—7
3.14]  2+2b 1-0 4—3iV3 1} 5iys
3.15 0 —2 8 f— 1, 51/3
2 2
[3.16] 0 —k(1—2p) | 23S Ty 1S g3 g3 k> 1
[3.17] 0 —k(1—2b) | ZH 438 | 1 av8 63 3 | > 2
[3.18] 0 Bk+2 | B4 1=—14ay8 o= BT 45y
[3.19) 0 Bk+1 | B4+ 1=—14ay8 o BUET 45
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Tabelle 3 (D =T7)

H v | Yy \ 4 | Binschrinkungen giiltig firt ||
[7.1] 1 —b 2t +1 — 207 fiir alle t # —% + #
[7.2]  —12 —(35 — 82b) 5ivV/7 t=—14 17
[7.3] 1 —(1+4b) 11+ 2iV/7 t=—1450/7
74 -1 —(1—1b) 11— 2iV/7 t=—14 507
[7.5] 1 —(1+) 4+iVT t=—1 43T
[7.6] -1 —(1-) 4—iVT = Ly 3/
[7.7] 1 1—2b 1+ 2iV7 t=—14 38/
7.8 -1 2b 1—2iV7 t=—143/7
[79] 2 —(1+b) Ty 5T t=—14 30T
{7.10} -2 b %_&%ﬁ t=—11 sgﬁ
711 5-b b s
[7.12] 3+ 2b 1-b -7 t=—-3+%%"
713] 0 | —(k+1)(1—2b) | 2+1-2iV7 | t=—-L+9T c=72k+1)>+2,

k>0

H Tabelle 4 (D = 11) H

H x ‘ Yy \ 14 ‘ Einschrinkungen giltig fir t H
[11.1] 1 —b 5iv/11 t:_%Jr@

[11.2] 1 —b 2iv/11 t= 14 3ivil
[11.3] 1| —(1+4b) | 7+2iV11 P Ny Vi
[11.4] 2| 2—»b , L
[11.5] 2| —(3+0) il bt=—3+75"

I Tabelle 5 (D = 15) [

H x ‘ Y ‘ 14 ‘ FEinschrinkungen giiltig fir t H
[15.1] 1 —b | 3iV15 t=—14 %

[15.2] 34b|4—b| iV/1b t:_%+@

l Tabelle 6 (D = 19) [

H x ‘ Yy ‘ 14 ‘ Finschrinkungen giiltig fir t H
[19.1] —85 | 36+ 13b | iv/19 t=—1+ @

[19.2] 2 1-b L D
193 -2 | 245 | ° t=—5+05°
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I Tabelle 7 (D = 23) |

H x ‘ Y ‘ 14 ‘ FEinschrdinkungen giiltig firt H
[23.1] 17 | —(7+ 3b)
[23.2] -3 1+b V23 + — _%+@
233] —5| 2+b
234 2 1-b Z. o
[23.5] —2| 1+b 3+ t=—}+ 2
236] 2 b s o Y
(237 —2| 2+b |27 2 =-3t+t73
I Tabelle 8 (D = 31) [
H x ‘ Y ‘ 14 ‘ Einschrinkungen giiltig fir t H
B1.1] 3 | —(1+b) , AT
312] 5 | —(1+3p) | V3! t=—5+05"
31.3] 2 —b v t=—14 i/l
[31.4] -2 140 2 — il t:_%Jr@
I Tabelle 9 (D = 35) [
H x ‘ Y ‘ 14 ‘ FEinschrdinkungen giltig firt H
A 2 —(1+0 A
AR
I Tabelle 10 (D = 43) [
H x ‘ Y ‘ l ‘ Einschrinkungen giltig fir t H
| [431) 26—1|17—b] —4| t=_11 /8 H
I Tabelle 11 (D = 51) [
H x ‘ Y ‘ l ‘ FEinschrdinkungen giiltig fir t H
| [p1.1] 32| —(3+26b) | iv/51 | =141/ H

4.5 Abschlielende Bemerkungen

In dieser Arbeit wurde die Thue-Gleichung (1.1) nur fiir den Spezialfall Rt = —% gelost. Um
die Gleichung nun auch fiir allgemeine Parameter t l6sen zu kénnen, miisste man die folgende,
etwas komplexere Linearform in Logarithmen untersuchen:

|A;] = |log|d;| + Ajlog|al + Bjlog o + 1]| .

Mithilfe der Resultate dieser Arbeit léasst sich zwar die Thue-Gleichung fiir allgemeine ¢ nicht
16sen, es ist jedoch moglich, eine Aussage iiber jene £ zu treffen, die als rechte Seite der Thue-
Gleichung (1.1) in Frage kommen. Wie bereits in Kapitel 1 beschrieben, ist das Losen der
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Thue-Gleichung (1.1) dquivalent zum Berechnen aller Elemente mit einer Norm < |2¢ 4 1].
Diese Elemente mit kleiner Norm wurden in Kapitel 2 fiir allgemeine ¢ berechnet, sodass man
sagen kann, dass fiir alle ¢ mit 3t > 0 die Werte aus der Spalte Ny(q)/x(7) in Satz 2.15 die
einzig moglichen rechten Seiten ¢ der Thue-Gleichung (1.1) sind, so dass Losungen (z,y) €
Z2 existieren. Diese Werte sind genau die Werte, die die Ungleichung |Fy(z,y)| = (| =
| Ni(a) k(@ — ay)| < |2t + 1] erfiillen. Man kann also die Menge aller méglichen £, die bei der
Losung der Thue-Gleichung (1.1) betrachtet werden miissen, auf eine endliche, nicht allzu
grofle Menge von verschiedenen Werten einschrinken.



Anhang A

Programme

A.1 Einleitung

Dieser Anhang enthilt eine Sammlung der Programme, die dazu verwendet wurden, um die
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zu berechnen. Verwendet wurde dabei Mathematica®
5.1, mit Ausnahme des Programmes in Abschnitt A.4.2, das in KASH3 geschrieben wurde.
Dort, wo sich Programmteile wiederholen und nur einige kleine Anderungen, z.B. durch eine
andere Diskriminante, notig werden, ist nur jeweils ein einzelner Fall als Bespiel angegeben,
die restlichen Félle lassen sich durch Austauschen einzelner Zahlen im Programm einfach
konstruieren.

In A.2 findet man alle Programme, die dazu benttigt werden, um alle Elemente mit kleiner
Norm fiir |¢| > 6 zu berechnen, in A.3 die entsprechenden Programme fiir |¢| < 6. In A.4 sind
alle Programme zusammengefasst, die bei der Berechnung der Losungen der Thue-Gleichung
(1.1) verwendet wurden.

A.2 Programme zur Berechnung der Elemente kleiner Norm
mit beliebigem Rt und [t| > 6

In Abschnitt A.2.1 werden obere Schranken fiir |v], |w| berechnet, in Abschnitt A.2.2 bzw.
A.2.3 wird eine obere Grenze fiir R und R berechnet. Diese Grenzen werden dann in Ab-
schnitt A.2.4 verwendet, um jene 3 = u 4+ v + wa'? zu berechnen, fiir die die Norm kleiner
oder gleich |2t 4 1] ist und fiir die u,v,w innerhalb dieser Schranken liegen. Die Berechnung
dieser Werte erfolgt abhéngig von |t|. Da diese Rechnung nur einmal pro Programmdurchlauf
(und zwar vor dem Programmstart) erfolgt, wird sie gesondert vom Hauptprogramm A.2.4
durchgefiihrt. In Abschnitt A.2.5 werden dann jene Félle betrachtet, fiir die das Hauptpro-
gramm nicht entscheiden konnte, ob die Norm grofier oder kleiner |2t + 1] ist.
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A.2.1 Berechnung der Schranken fiir |v|, |w|

Fiir die Schranken von v und w verwendet man die Formel

1 2 A
[vl, [w] < (2[t])3C(a)3 7l (A1)
mit
A B 1 n 1 n 1
il = Ja— a® (@@ —a®] " Ja— a®[@® —a®] " o~ a®[(a - a®)]
und

Cla) =|a—1—a®)|

(siehe (2.6) bzw. zur Herleitung dieser Formeln Abschnitt 2.3). Diese Schranke fiir |v| bzw. |w|
muss in das Programm zur Berechnung der Elemente mit kleiner Norm eingegeben werden.

a1223:=1/(-1-al a2/t"7-a2"2/t"7-al a3/t"7-a2 a3/t"7-al/t"6.5-6 a2/t"6.5-
-5 a3/t"6.5-5/t"6-al/t"5.5-a3/t"5.5-4/t"5-3 a2/t"4.5-3 a3/t"4.5-4/t 4~
-al/t"3.5-2 a2/t"~3.5-a3/t"3.5-3/t"3-a2/t"2.5-a3/t"2.5-1/t"2-4/t+t) )
(<1/(loe = a®)[ - [ — a®)]))

a1323:=1/(-al a2/t"7-al a3/t~ 7-a2 a3/t~ 7-a3"2/t"7-al/t"6.5-4 a2/t~6.5-
-3 a3/t"6.5-4/t"6-al/t"5.5-2 a2/t"5.5-3 a3/t"5.5-2/t"5-3 a2/t"4.5-
-3 a3/t"4.5-5/t"4-al1/t"3.5-a3/t"3.5-1/t"3-a2/t"2.5-a3/t"2.5-3/t"2-4/t+t)
(<1/(la = o] [al?) — a®)])x)

al213:=1/(-6-a1"2/t"7-al a2/t"7-al a3/t"7-a2 a3/t"7-9 al/t"6.5-
-4 a2/t"6.5-5 a3/t76.5-20/t"6-3 al/t"5.5-2 a2/t"5.5-a3/t"5.5-14/t"5-
-6 al/t"4.5-3 a2/t"4.5-3 a3/t"4.5-25/t"4-a1/t~3.5-a3/t"3.5-13/t"3-

-2 a1/t"2.5-a2/t"2.5-a3/t"2.5-2/t"2-t+t"2) (+1/(la — @] - |a — a®)|)%)
deltam := al223 + al323 + al213 (xA/|m|*)
cal:=1+al/t"3.5+a3/t"3.5+4/t"3+2/t"2+3/t+t (*C(a) = |a =1 —a®)|x)

v=deltam cal~(2/3)(2t)~(1/3)/.{al->4.6,a2->1.5,a3->2,t->6}
(xlvl, Jw| < (2[t))/3C()?/?

A
] *)

A.2.2 Berechnung von R und R

Um eine Schranke fiir |u| zu erhalten, werden die Werte R und R ermittelt. Erfiillt R? = ﬁ
mit M = max(|v|,|w|) die Ungleichung

R*(d— R) > |2t + 1|, (A.2)

dann gilt, dass |N(u+va+wa®)| > |2t +1] ist, und somit kann der Wert 3 = u+va +wa®
verworfen werden. Daher betrachtet man nur jene Werte w, fiir die |u—7;| < R fiir mindestens
ein i € {1,2,3} gilt.

Fir d = max; j |r; — ;| mit

ry = —va —wa?, ry = —va® —wa® r3 = —0a® —wa
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berechnet man eine untere Schranke abhéngig davon, ob |v| = max(|v],|w|) oder |w| =
max(|v|, |w|) gilt (siehe (2.9)). Diese Schranke wird dann in die Ungleichung (A.2) eingesetzt,
und es ergibt sich damit der Wert R. Fiir R erhilt man einen Wert mithilfe der Formel

R := R+ M max|r; — pil,
wobei
p1i=—vt+w, p2:=0v, 7r3:=—wt

und |u — p;| < R gilt (siche (2.11)).
Dieser Wert fiir R muss in das Programm zur Berechnung der Elemente mit kleiner Norm
eingegeben werden. Zur genaueren Betrachtung der Werte R und R siehe Abschnitt 2.4.

Beispiel: [v| =2, |w| < |v|, dh. M =2, d > |r1 —ra| > |[v|(|t] — Le(2 + () + 2(k*) + (% %)),

wobei (%), (%%), (x % %) fiir die Lg-Terme in der Entwicklung (2.8) von a, a(?,a®) stehen.
n:=(2t)/t/.t->6

st:=0.383694 (*Lg-Term von «, verkiirzte Entwicklungx)
zwst:=0.178761 (*Lg-Term von o'?, verkiirzte Entwicklungs)
drst:=0.202854 (*Lg-Term von o), verkiirzte Entwicklungs)
k:=2+st+2 zwst+drst (+gesamter Lg-Termx)

Solve[l1(1-k/t)-1"1.5/(m"1.5 t)==n/.{t->6,m->2},1]
(xR%(d— R) > |2t| > |2t + 1| mit M = max(|v], |w|)*)

R=Sqrt[1/m]+m(st+drst)/.{1->5.93,m->2} (*R = VR + M max |r; — p;|*)

A.2.3 Verfeinerte Berechnung von R und R

Dieses Programm wird nur verwendet, wenn das obige Programm keine reelle Losung liefert.
Der Wert fiir R wird dann in das Programm zur Berechnung der Elemente mit kleiner Norm
eingegeben.

Beispiel: |w| = 1,|v] = V2, dh. M = 2, d > |r; — 2| > |v||t| — |v| — |w| — |v|Le((*) +
(x)) — |w|Lg((xx) 4+ (x % %)), wobei (x), (), (x* %) fiir die Lg-Terme in der Entwicklung (2.3)
von o, a®, a®) stehen.

st:=4.6/6"3.5 (#+Lg-Term von «, lange Entwicklungsx
zwst:=1.5/6"3.5 (*Lg-Term von o(?), lange Entwicklung

drst:=2/6"3.5 (*Lg-Term von o), lange Entwicklungs

)
)
)
k:=1+Sqrt[2]+Sqrt [2] st+(Sqrt [2] +1) zwst+drst (+gesamter Lg-Terms)

Solve[(1/Sqrt[2]) (Sqrt[2]-(3 Sqrt[2]1+2)/t~2-(Sqrt[2]+1)/t"3-
-3 Sqrt[2]/t"4-k/t)-(1/Sqrt[2])"1.5/t==12/6/.t->6,1]
(xR%(d — R) > |2t| > |2t + 1| mit M = max(|v], |w|)*)

R=Sqrt[1/Sqrt[2]]+Sqrt[2](2/t+1/tA2+3/t“3+st)+(1/t+zwsF)/.{t—>6,1—>6.7}
(xR = \/E%—Mmaxlri — pil*)
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A.2.4 Berechnung der Elemente mit kleiner Norm

Dieses Programm wurde aus Abschnitt 6 von [6] iibernommen. An dieser Stelle erfolgt nun
der Vollstédndigkeit halber ebenfalls eine Beschreibung des Programmes.

Es miissen endlich viele Ungleichungen der Form |N (u+va+wa®)| < |2t+1| untersucht wer-
den. Dazu werden zuerst alle Variablen, die Listen fiir die Diskriminanten sowie die méglichen
v, w, {-Werte definiert.

alpha =.; alphap =.; alphapp =.; (xa, 2| aB)x)
a=.;t=.;c=.;d=.; Wh=.; DD=.; u=.; v=.;w=.; xXc=.; xW=.; cl =.;
c2 =.;

rootp:={-v alpha-w alphap,-v alphap-w alphapp,-v alphapp-w alpha};
(xpl = —vt + w,p2 = v, p3 = —wtx)

subsalpha:={alpha->t,alphap->-1,alphapp->0}; (+*Ganzteile der a® %)
Assume:=Element[a,b,c,cl1,c2,d,WD,u,v,w,Reals]

NN = ud 4+ v +w + (t — Duv+ (t — Duw + 3vw? — (82 + t + 4)viw — (t + 2)uv? — (¢t +
2)uw? + (t2 — t + 3)uvw (*Norms)

vwVolleListe := {0,1,—1,2,—2,3,—3,4,—4,bs, —bs,1 + bs,1 —bs,—1 + bs,—1 — bs,2 +
bs,2 —bs,—2+bs,—2 —bs,—3 + bs,3 —bs,—3 —bs,3 +bs,—4 +bs, 4 —bs, 4+ bs,—4 —
bs, 2bs, —2bs, 1+ 2bs, 1 — 2bs, —1 + 2bs, —1 — 2bs, 2+ 2bs, 2 — 2bs, —2 + 2bs, —2 — 2bs, —3 +
2bs, 3 — 2bs, —3 — 2bs, 3 4+ 2bs, —4 + 2bs, 4 — 2bs, 3bs, —3bs, 1 + 3bs, 1 — 3bs, —1 + 3bs, —1 —
3bs, 2+ 3bs, 2 — 3bs, —2 4 3bs, —2 — 3bs, —3 + 3bs, 3 — 3bs, —4 4 3bs, 4 — 3bs, 4bs, —4bs, 1 +
4bs, 1 — 4bs, —1 + 4bs, —1 — 4bs, 2 — 4bs, —2 + 4bs, —3 + 4bs, 3 — 4bs, —4 + 4bs, 4 — 4bs}
(xListe von Elementen aus Zj, aus denen dann die v,w und £ bestimmt werdensx)
PlusMinus[y_]:=(If[Re[y]==0,If [Im[y]>=0,Return[True] ,Return[False]],

If [Rel[y]l>0,Return[True] ,Return[Falsell];)
(*True, wenn Ry =0 und Sy > 0 oder Ry > 0%)

DiscrList={1,2,3,5,6,7,10,11,13,14, 15, 17,19, 21, 23, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 67, 71} ;

(«Liste der zu untersuchenden Diskriminantensx)

Nun wird jede Diskriminante einzeln betrachtet.
Sei t = ¢1 + cob. Fiir dieses t gelten die Bedingungen: Rt < —% und St > 0, und somit co > 1
und ¢ < % bzw. ¢; < —3 (abhéingig von der Diskriminante).

For[Discr=1,Discr<Length[DiscrList] ,Discr++,
DD=DiscrList[[Discr]];

If [Mod[DD,4]== 3,EQ=True,EQ=False]; (+*Unterschiedliche Betrachtung,)
WD=Sqrt [DD] ; (*je nachdem, ob D =3(4) oder D # 3(4)%)
If [EQ,
bs:=(1+WD I)/2; (*D=3(4) :b=(1+ivVD)/2,%)
Bedingung=(xc2>=1 && xc1<=(-xc2-1)/2),
bs:=WD I; (*D # 3(4) : b = i/Dx)
Bedingung=(xc2>=1 && xc1<=-1/2)]; (*Bedingungen: Rt < —1, St > 0x)

Berechnung von u und v, die innerhalb der oben berechneten Schranken liegen:

ErgebnisListe={};
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Print [€ kokskskokokskokskokokokskokokskofokokskokoskokokskofokok ko skokokskookokskofokokkokokokokkokok 2 0 ]

Print [€ € sokskokskskokskkskokokok ok kok ok ok skok ok ok ok o kok ok ok skok ook ok koK sk ok kokkokokok ok 7 0 ]

Print[¢¢ t=’7, t];

Print [€ € sokskokskskokskokskokkokok ok kok ok ok skok Kok ok ok Kok ok o okok ok ok ok koK sk kokkokokok ok 7 0 ]

Primt [€ € sokskokskokokskokskoksdokokok dokok sk ok kok ok kok okok ok ok ok sk okok sk kkokkokkok ok 2 0 ]

vListe=Select[vwVolleListe,Abs[Part [#]]1<4.16955 &];

(*Auswahl aller v und w, fiir die |v|,|w| < 4.16955 giltx)
wListe=vListe;

Switch([DD, (x*Auswahl aller & mit |{] < 4.11x%)
1,xiListe:={0,1,2,3,4,1+bs,2+bs,2—bs,3+bs,3—bs,2+2bs,2—2bs,3+2bs,3—2bs},
3,xiliste:={0,1,2,3,4,1+bs,2+bs,3+bs,3-bs,4-bs,2+2bs}, (*xD =1 und D =3:

Die ¢, die durchx)
_,xiListe:=Select[Select[vwVolleListe,Abs[Part[#]]<4.11 &],

PlusMinus [#] &]; (*Multiplikation vorhandener Werte mit den Einheitensx)
1 (+entstehen, werden weggelassenx)
Print[‘‘v-1list=’’,vListe];

Print[‘‘w-list=’’,wListe];
Print[‘‘xi-list=’’,xiliste];

Print [©©skokokokokokokokokskokok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk skskokskokskskoskoskokokokokokokokokokokoskokok 7 0 ]

Dann versucht das Programm zu entscheiden, ob fiir die einzelnen u,v und w folgende Un-
gleichungen, die von den Parametern ¢; und co von ¢ abhéngen, erfiillt sind:

e Normungleichung
|N (u+va 4+ wa@)| < |2t +1], (A.3)

e Ungleichung fiir ¢
|t| > 6 (]t| < 6 siehe spéter).

AuBerdem miissen noch die Anforderungen an c¢; und co erfiillt sein. Es kénnen nun drei
verschiedene Fille auftreten:

e Das Programm findet heraus, dass die Ungleichung (A.3) fiir gegebene Werte von u, v, w
nicht erfiillt ist. In diesem Fall werden die Werte u, v, w verworfen.

e Das Programm erkennt, dass die Ungleichung (A.3) fiir gegebene Werte von u,v,w
erfiillt ist. In diesem Fall werden die Werte u, v, w gespeichert.

e Das Programm kann nicht entscheiden, ob die Ungleichung (A.3) fiir gegebene Werte
von u, v, w erfiillt ist oder nicht. In diesem Fall erfolgt dann eine Aufspaltung abhingig
von der Grofle von ¢; und cg. Dadurch erhdlt man endlich viele Unterfille. Das Pro-
gramm versucht nun, in diesen Unterfillen eine Entscheidung iiber die Richtigkeit der
Ungleichung (A.3) zu treffen. Gelingt dies fiir einen Fall nicht, so muss dieser Fall ge-
sondert betrachtet werden (siehe weiter unten).

Jene Fille, die das Programm als “nicht falsch” bewertet, d.h. alle Elemente, fiir die
die Ungleichung erfiillt ist, sowie alle Elemente, fiir die das Programm bzgl. der Norm
keine Aussage treffen kann, werden in eine Liste geschrieben.
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For[11=1,11<=Length[vListe],11++,
Print[¢‘Progress: Step ’’,11,‘¢ of ’’,Length[vListe],
tt.);];
For[12=1,12<=Length[wListe],12++,
For[j=1,j<=3,j++,
For[i=1,i<=Length[xiliste],i++,

NN2a:=NN/.u->rootp[[jl]+xiListe[[i]]; (*Berechnung der Norm jeweilsx)
NN2:=NN2a/.{v->vListe[[11]],w->wListe [[12]]}; (+mit Werten aus densk)

einzelnen Listen, ¢ wird durch ¢y + c9b ersetzt,*)
NN3:=NN2/.subsalpha; (+*und man erhdlt dadurch die Norm,x)
NN4:=NN3/.t->cl+bs c2; (+abhingig von cl und c2x)
Repart:=ComplexExpand[Re [NN4]]; (*Aufspaltung der Normsx)
Impart:=ComplexExpand [Im[NN4]]; (*in Real- und Imagindrteilx)
If[EQ,

C3:=FullSimplify[Repart~2+Impart~2<=(2cl+c2+1)"2+c2°2DD,
(*Vereinfachung von |N| < |2t + 1| unter denx)
Bedingung && (c1+c2/2)°2+DD c2°2/4>=36/.xcl->cl/.xc2->c2];
(#Bedingungen [t| > 6, Rt < —3, 3t > 0x)
If [Not [C3===True] && Not[C3===False], (¥Ist C3 weder wahr nochx)
C4=FullSimplify[Repart”2+Impart”~2<=(2c1+c2+1) "2+c272DD,
c1<=-10 && c2>=10 && Bedingung[[2]] && (¢falsch, so erfolgt einex)
(c1+c2/2)"24DD c2°2/4>=36/.xcl->c1/.xc2->c2];

For[11=1,11<10,11++, (*Aufspaltung und besonders grofie bzw.x)
For [mm=-9,mm<=(-11-1)/2,mm++, (+besonders kleine Wertesx)
If [(mm+11/2)"2+DD 11°2/4>=36, (+werden extra angeschautx)

C4=C4| |FullSimplify[Repart”2+Impart~2<=(2cl+c2+1) "2+c272DD,
cl==mm && c2==11/.xcl->c1/.xc2->c2];
1;
15
C4=C4| |FullSimplify[Repart”2+Impart”~2<=(2cl+c2+1) "2+c272DD,
c1<=-10 && c2==11 && Bedingung[[2]]
&& (c1+c2/2)"2+DD c2°2/4>=36/.xcl->cl/.xc2->c2];
13
If [C4===False,C3=False]; (*Erh&lt man auch dann weder True nochx)
1, (+*False, so wird die Ungleichung zur weiteren Betrachtungk)
C3 := FullSimplify[Repart~2+Impart~2<=(2 c1+1)"2+(2 c2)~2DD,
Bedingung && c172+DD c27°2>=36/.xcl->cl/.xc2->c2]; (+ausgegebenx)
If [Not [C3===True] && Not[C3===False], («+Vereinfachung fiir D # 3(4)%)
C4=FullSimplify[Repart~2+Impart~2<=(2 c1+1)"2+(2 c2)"2DD,
c2>=10 && Bedingung[[2]] && c1°2+DD c2°2>=36/.xcl->cl/.xc2->c2];
For[11=1,11<10,11++,
C4=C4| |FullSimplify [Repart~2+Impart~2<=(2 c1+1)"2+(2 c2)~2DD,
c2==11 && Bedingungl[[2]] && c172+DD c272>=36/.xcl->cl/.xc2->c2];
If[C4 === False, C3 = False];
]
]
]
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If [(C3!=False) | | (Length[C3]>0),
Enthalten=Flatten[Position[ErgebnisListe,{vListe[[11]],
wListe[[12]],j,xiListe[[i]],Repart,Impart,C3}1];

If [Enthalten=={},
ErgebnisListe=Append [ErgebnisListe,{{vListe[[11]],
wListe[[12]],j,xiliste[[i]],Repart,Impart,C3},{{DD }}}]1,
ErgebnisListe=ReplacePart [ErgebnisListe,{{vListe[[11]],
wListe[[12]],j,xiListe[[i]],Repart, Impart,C3},
Append [ErgebnisListe[[Enthalten[[1]],2]],{DD}]},
Enthalten[[1]]1] (*In eine Liste werdenx)
] (+jene Elemente hineingeschrieben,*)
] (¢fir die die Ungleichung erfiillt ist.x)
] («+Die Liste enth&lt die zugehdrigen v, w,&,*)
] (#*den Real- und den Imaginirteil der Norm.x)

Sind nun zwei Elemente dieser Liste zueinander assoziiert, so geniigt es, eines der beiden Ele-
mente zu betrachten. Um die Assoziiertheit leichter festzustellen zu kénnen, verwandelt man
jedes der Elemente der Liste mithilfe des folgenden Algorithmus in ein Tripel von Normalfor-
men.

Gegeben: § = u 4 va + wa?

Gesucht: Drei Normalformen fi, fo, f3 fiir 8

Ersetze t in 3 durch o + o® + o 4+ 1.

For j=1,2,3 do
Ersetze 3 durch f;.
Ersetze in f; a, o und a® durch a¥) mit o? = —O‘T‘H und a® = —a%rl.

Stelle f; in Potenzen von al) dar.

Dividiere f; durch die kleinste im Ausdruck vorkommende Potenz von al),

Stelle f; in Potenzen von al¥) +1 dar.

Dividiere f; durch die kleinste im Ausdruck vorkommende Potenz von al) +1.

end for

Durch Anwendung dieses Algorithmus erhélt man dann eine Liste von Normalform-Tripeln,
die abhéngig von D und den zugehorigen Einheiten in Zj; untersucht werden miissen.

e D = 1: Falls es zwei Tripel (f1, fo, f3) und (g1, 92,93) gibt, sodass g; = ef; mit e €
{£1, £b} gilt, dann kann eines der beiden Tripel entfernt werden.

e D = 3: Falls es zwei Tripel (f1, f2, f3) und (g1, g2, g3) gibt, sodass g; = ef; mit e €
{£1,4b,4+(1 — b)} gilt, dann kann eines der beiden Tripel entfernt werden.

e D # 1,3: Falls es zwei Tripel (f1, f2, f3) und (g1, g2, g3) gibt, sodass g; = £ f; gilt, dann
kann eines der beiden Tripel entfernt werden.

Dadurch erhilt man eine reduzierte Liste von Tripeln abhéngig von D. Aus dieser Liste schlief3t
man alle Elemente von Zj aus und verwendet nur jeweils ein Element der verbleibenden Tripel.

Ls={}; (*Suche der zueinander assoziierten Elemente aus der Listex)

Ly={};



ANHANG A. PROGRAMME 116

troots=rootp; (#+Dazu wird jedes Element zu drei Normalformen assoziiertx)
For[ee=1,ee<Length[ErgebnisListe] ,ee++,

el=Flatten[ErgebnisListe[[ee]]];

vv=el[[1]];

ww=el[[2]];

rootnr=el[[3]];

pp=troots[[rootnrl]/.{v->vv,u->ww};

xi=el[[4]1];

Anum=pp+xi+vv alpha+ww alphap; (%6 = u 4 va + walPx)
num2=Simplify[Anum/.t->alpha+alphap+alphapp+1]; (%t wird durchsx)
num3=Simplify [num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/. (v + @ + o) 41 %)
alphapp->-1/(alpha+1)]; (*a®, a3 durch Terme in a ersetztx)
num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];

X=Series[num4,{alpha,0,10}]; (+*Reihenentwicklung in Potenzen von )
If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4, (*Division durch die niedrigste vorkommendex)
num5=Simplify [Expand [num4/alpha~X[[4]],alphal ,b==bs]]; (+Potenz in ax)
num6=Expand [num5] ;

Y=Series[num4,{alpha,-1,10}]; (+Reihenentwicklung in Potenzen von « + 1x)

If [FreeQ[Y,alphal ,num7=num6, (*Division durch die niedrigste vorkommendes)
num7=Simplify[Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal ,b==bs]]; (*Potenz inx)
)

Anum8=Expand [num7] ; (*a—%l*
Bnum=pp+xi+vv alphap+ww alphapp; (*B::1L+—va( + wa3 )
num2=Simplify[Bnum/.t->alpha+alphap+alphapp+1]; (+weitere Vorgangsweise

wie obemnsx)

num3=Simplify[num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/.
alphapp->-1/(alpha+1)];
num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];
X=Series[num4,{alpha,0,10}];

If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4,

num5=Simplify [Expand [num4/alpha~X[[4]],alphal ,b==bs]];
num6=Expand [num5] ;

Y=Series[num4,{alpha,-1,10}];

If [FreeQ[Y,alpha] ,num7=num6,

num7=Simplify [Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal ,b==bs]];
Bnum8=Expand [num7] ;

Cnum=pp+xi+vv alphapp+ww alpha; (%8 = u + va®) + wax)

num2=Simplify[Cnum/.t->alpha+alphap+alphapp+1]; (xweitere Vorgangsweise
wie obensx)

num3=Simplify[num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/.

alphapp->-1/(alpha+1)];

num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];

X=Series[num4,{alpha,0,10}];

If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4,

num5=Simplify [Expand [num4/alpha~X[[4]],alphal ,b==bs]];

num6=Expand [num5] ;
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Y=Series[num4, {alpha,-1,10}];

If [FreeQ[Y,alpha] ,num7=numé,

num7=Simplify [Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal ,b==bs]];

Cnum8=Expand [num7] ;
A8Liste=AnumS8;

Anum8=Expand [Anum8/ .b->bs] ;
Bnum8=Expand [Bnum8/ .b->bs] ;
Cnum8=Expand [Cnum8/.b->bs] ;

Switch[DD,

(*In den drei Normalformen wird ‘‘b’’ durchx)
(#den tatsdchlichen numerischen Wert ersetztx)

1, (*D =1: Multiplikation der Normalformen mit der Einheit bx)
Dnum8=Expand [Simplify [Anum8 bs]];
Enum8=Expand [Simplify [Bnum8 bs]];
Fnum8=Expand [Simplify[Cnum8 bs]];

If[Not [MemberQ[LS,Anum8]] && Not[MemberQ[LS,-Anum8]] &&
&& Not[MemberQ[LS,-Bnum8]] &&
&& Not [MemberQ[LS,-Cnum8]] &&
&& Not [MemberQ[LS,-Dnum8]] &&
&% Not [MemberQ[LS,-Enum8]] &&
&& Not [MemberQ[LS,-Fnum8]],

Not [MemberQ[LS,Bnum8]]
Not [MemberQ[LS,Cnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Dnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Enum8] ]
Not [MemberQ[LS,Fnum8]]
LS=Append [LS, Anum8] ;

LN=Append [LN,A8Liste,el[[56]],el[[6]1],e1[[7]1]1];

1,

3, (*D =3 : Multiplikation der Normalformen mit den Einheiten b,1 — bx)
Dnum8=Expand [Simplify [Anum8(bs-1)1];
Enum8=Expand [Simplify [Bnum8(bs-1)1];

Fnum8=Expand [Simplify[Cnum8(bs-1)1];

Gnum8=Expand [Simplify [Anum8 bs]];
Hnum8=Expand [Simplify [Bnum8 bs]];
Inum8=Expand [Simplify [Cnum8 bs]];

If[Not [MemberQ[LS,Anum8]] && Not[MemberQ[LS,-Anum8]] &&

Not [MemberQ[LS,Bnum8]]
Not [MemberQ[LS,Cnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Dnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Enum8] ]
Not [MemberQ[LS,Fnum8]]
Not [MemberQ[LS,Gnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Hnum8] ]
Not [MemberQ[LS, Inum8]]

&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&

(«Uberpriifung, ob der

LS=Append [LS, Anum8] ;

Not [MemberQ[LS,-Bnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Cnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Dnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Enum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Fnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Gnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Hnum8]] &&

Not [MemberQ[LS,-Inum8]],

Wert bzw. sein Negatives oder seine Produktex
(+mit den Einheiten bereits in der Listex

1, (*nicht, so wird er in die Ergebnisliste iibernommensx

-3

)
)
LN=Append [LN,A8Liste,el[[5]1],el[[61],el[[711]; (*vorkommen, wennx)
)
)

(*alle anderen Diskriminanten

If [Not [MemberQ[LS,Anum8]] && Not [MemberQ[LS,-Anum8]] &&
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Not [MemberQ[LS,Bnum8]] && Not [MemberQ[LS,-Bnum8]] &&
Not [MemberQ[LS,Cnum8]] && Not [MemberQ[LS,-Cnum8]],
LS=Append [LS, Anum8] ;

LN=Append [LN,A8Liste,el[[5]]1,el[[61],el1[[7]11];

1;
1;
Print [© ok kokkokokkokkokok ok ko ok ok ko ok ok ko ok ok ko ok ok kokok ok kokok 7 0] s
Print[‘‘Results for t= 7, t];

Print [ ¢ skokokokokskorokokokskok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk skoskookokskok 7 0] 5
Print [LN]; (xAusgabe der Liste mit allen Elementen kleiner Norms)

A.2.5 Unentscheidbare Fille

Die reduzierte Liste von Tripeln enthélt nun natiirlich auch jene Elemente, fiir die das Pro-
gramm nicht entscheiden konnte, ob die Ungleichungen erfiillt sind oder nicht. Man muss nun
jene Werte bzw. die dazugehorige (eventuell auch etwas vereinfachte) Ungleichung untersu-
chen. Dazu erzeugt man eine Tabelle von moglichen t-Werten und filtert jene heraus, fiir die
|t| > 6 sowie die spezielle Ungleichung gilt. Mit dieser Methode ergibt sich dann fiir jede
Ungleichung entweder keine, eine oder mehrere Losungen ¢ mit ft < —% und [¢| > 6.

Beispiel: D =1 als Vertreter jener Diskriminanten, fiir die D # 3 (mod 4) gilt.
Simplify[(563 d2+10 d1 d2)"2+(139+d1(563+5 d1)-5 d272)"2<=(1+2 d1)"2

+4 d2°2/.{d1->c1,d2->c2/Sqrt[1]}] (+*Umwandlung von t=d1+d2*b auf
t=cl+c2*I in der Normungleichungx)

Y=Map[Point ,Flatten[Table[{aa,bb Sqrt[1]},{aa,-10,10},{bb,-10,10}1,11];
(*Tabelle von méglichen (ci,cy)-Wertenk)

Y=Select [Y,#[[1,1]1] 2+#[[1,2]]°2>=36&] ; (xJene (c1,c2), die |t| > 6 erfiillenx)
Y=Select[Y, (53 c2+10 cl c2)"2+(139+c1(53+5 c1)-5 c272)"2<=
(142 c1)"2+4 c2°2/.c1—>#[[1, 111/.c2->#[[1, 2]11&] (xJene (c1,c2), die

sowohl |t| > 6 als auch die Normungleichung erfiillenx)

Z=Y/.Point[y_]1->y (*Umwandlung von Point[cj,c2] in eine Liste mit

Elementen {cp,ca}x*)

zahl=Z/.{x_,y_}->x+Iy (*Umwandlung von {c;,c2} in eine komplexe Zahl c; + calx)

betrag=Map[Abs,zahl]//N (#Betrag von c¢j + calx)
Beispiel: D = 3 als Vertreter jener Diskriminanten, fiir die D = 3 (mod 4) gilt.
Simplify[45+ di+4 d1-2+4 (-7+d1) d2+4 d272<= 0/.{d1->c1-c2/Sqrt[3],

d2->2 c2/Sqrt[3]1}] (+*Umwandlung: t =dl +d2%b —t =cl+ 2% [%)
in der Normungleichungs)

Y=Map[Point ,Flatten[Table[{aa,bb Sqrt[1]},{aa,-10,10},{bb,-10,10}1,11];
(xTabelle von méglichen (ci,cy)-Wertenk)

Y=Select [Y,#[[1,1]1] 2+#[[1,2]]°2>=36&]; (xJene (c1,c2), die |t| > 6 erfiillenx)

Y=Select[Y,45+c1+4 c172+4 c272<=19 Sqrt[3] c2/.c1->#[[1,1]1]1/.c2->#[[1,2]]&]
(#*Jene (c1,c2), die sowohl |t/ > 6 als auch die Normungleichung erfiillenxk)
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Z=Y/.Point [y_]->y (*Umwandlung von Point[cj,co] in eine Liste mit
Elementen {cj,co}*)

zahl=Z/.{x_,y_}->x+Iy (xUmwandlung von {cj,cy} in eine komplexe Zahl c; + calx)
betrag=Map [Abs,zahl]//N (xBetrag von ¢ + cal*)

Es werden nur jene Ergebnisse der Form ¢ = d1 4+ d2*b genommen, deren Betriage grofier oder
gleich 6 sind.
Die restlichen Ungleichungen werden analog behandelt.

Bemerkung A.1 Im Spezialfall Rt = —% werden nur jene Diskriminanten D betrachtet, fiir
die D = 3 (mod 4) gilt. Hier miissen natirlich die Bedingungen an c¢1 und co modifiziert

werden, da sowohl Rt = —% als auch St > 0 erfillt sein muss. Fir t = c¢1 + cob gilt dann

(=c2—1)

co>1 und e = 5

A.3 Berechnung der Elemente kleiner Norm mit beliebigem
Rt und |t| < 6

Im Fall |¢| < 6 betrachtet man nicht ein allgemeines ¢t = ¢;+4c2b, sondern berechnet sich fiir jede
Diskriminante D jene speziellen ¢, fiir die Rt < —% und |t| < 6 gilt. Dazu sei t = —d; +dsyiv/D

fir D # 3 (mod 4) und ¢t = —%3—1—@ fir D = 3 (mod 4) mit dy, da, d3, ds € N. Im ersten Fall
konnen d; und dy beliebig sein, im zweiten Fall muss dy = d3(2) gelten, um zu gewéhrleisten,
dass t in Zj, liegt. Deshalb gibt es auch im zweiten Fall zwei Programmdurchléufe, abhéngig
davon, ob d3 gerade oder ungerade ist.

vwVolleListe :={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,5,—-5,6,—6,7,—7,8,—8,9,—9,10,—10,11, —11,
12,-12,13,-13,14,—14,15,—-15,16,—-16,17,—17,18, —18, bs, —bs, 14+bs, 1 —bs, —1+4+bs, —1—
bs,2+bs,2—bs, —2+4+bs, —2—bs, —3+bs,3—bs,—3—bs,3+bs,—4+bs,4—bs,4+bs, —4—
bs, —5+bs,5—bs,5+bs,—5—bs,—6+bs,6—bs,6+bs, -6 —bs, —7+bs, 7—bs, 7+bs, —7—
bs, -8+ bs,8 —bs,8+bs,—8 —bs, -9+ bs,9 —bs,9+bs,—9 —bs,—10+ bs, 10 — bs, 10 +
bs,—10—bs,—11+4+bs,11 —bs,11+bs,—11 —bs, —12+Dbs,12—-Dbs, 12+ bs, —12 —bs, —13 +
bs,13—bs, 13+bs, —13—bs, —14+bs, 14—bs, 14+bs, —14—bs, —15+bs, 15—bs, 15+bs, —15—
bs, —16+bs, 16—bs, 16+bs, —16—bs, —17+bs, 17—bs, 17+bs, —17—bs, —18+bs, 18—bs, 18+
bs,—18 —bs,—194Dbs,19 —bs, 19+ bs, —19 —bs, —20+ bs, 20 — bs, 20 + bs, —20 — bs, —21 +
bs,21—bs, 21+4bs, —21—bs, —22+4bs, 22—bs, 22+bs, —22—bs, —23+Dbs, 23—bs, —24+bs, 24—
bs, 2bs, —2bs, 1+ 2bs, 1 — 2bs, —1 4+ 2bs, —1 — 2bs, 2 4 2bs, 2 — 2bs, —2 + 2bs, —2 — 2bs, —3 +
2bs, 3—2bs, —3—2bs, 34+2bs, —4+2bs, 4—2bs, 44+ 2bs, —4—2bs, —5+2bs, 5—2bs, 5+2bs, —5—
2bs, —6 + 2bs, 6 — 2bs, 6 + 2bs, —6 — 2bs, —7 + 2bs, 7 — 2bs, 7 + 2bs, —7 — 2bs, —8 + 2bs, 8 —
2bs, 8+ 2bs, —8 —2bs, —9+2bs, 9—2bs, 9+ 2bs, —9—2bs, —10+2bs, 10— 2bs, 10+2bs, —10—
2bs, —11+2bs,11 —2bs, 11 4+ 2bs, —11 — 2bs, —12 + 2bs, 12 — 2bs, 12 4 2bs, —12 — 2bs, —13 +
2bs, 13 — 2bs, 13 4 2bs, —13 — 2bs, —14 4 2bs, 14 — 2bs, 14 + 2bs, —14 — 2bs, —15 4 2bs, 15 —
2bs, 15 + 2bs, —15 — 2bs, —16 + 2bs, 16 — 2bs, 16 + 2bs, —16 — 2bs, —17 4 2bs, 17 — 2bs, 17 +
2bs, —17 — 2bs, —18 + 2bs, 18 — 2bs, 18 + 2bs, —18 — 2bs, —19 + 2bs, 19 — 2bs, 19+ 2bs, —19 —
2bs, —20 + 2bs, 20 — 2bs, 20 4 2bs, —20 — 2bs, —21 4 2bs, 21 — 2bs, 21 + 2bs, —21 — 2bs, —22 4+
2bs, 22—2bs, 22+2bs, —22—2bs, —234+2bs, 23—2bs, —24+2bs, 24—2bs, 3bs, —3bs, 1+3bs, 1—
3bs, —1 4+ 3bs, —1 — 3bs, 2+ 3bs, 2 — 3bs, —2 + 3bs, —2 — 3bs, -3+ 3bs, 3 — 3bs, —3 — 3bs, 3+
3bs, —4+3bs, 4—3bs, 4+ 3bs, —4—3bs, —5+3bs, 5—3bs, 5+3bs, —5—3bs, —6+3bs, 6—3bs, 6+
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3bs, —6 — 3bs, —7+ 3bs,7—3bs, 7+ 3bs, —7 — 3bs, —8 + 3bs, 8 — 3bs, 8+ 3bs, —8 — 3bs, — 9+
3bs, 9—3bs, 9+3bs, —9—3bs, —10+3bs, 10—3bs, 10+ 3bs, —10—3bs, —11+3bs, 11 —3bs, 11+
3bs, —11 —3bs, —1243bs, 12 — 3bs, 12+ 3bs, —12 — 3bs, —13 4 3bs, 13 — 3bs, 13+ 3bs, —13 —
3bs, —14 4 3bs, 14 — 3bs, 14 + 3bs, —14 — 3bs, —15+ 3bs, 15 — 3bs, 15+ 3bs, —15 — 3bs, —16 +
3bs, 16 — 3bs, 16 + 3bs, —16 — 3bs, —17 + 3bs, 17 — 3bs, 17 4 3bs, —17 — 3bs, —18 4 3bs, 18 —
3bs, 18 + 3bs, —18 — 3bs, —19 4 3bs, 19 — 3bs, 19 + 3bs, —19 — 3bs, —20 + 3bs, 20 — 3bs, 20 +
3bs, —20 — 3bs, —21 4 3bs, 21 — 3bs, 21 + 3bs, —21 — 3bs, —22 4 3bs, 22 — 3bs, 22 + 3bs, —22 —
3bs, —23+3bs, 23—3bs, —24+3bs, 24 —3bs, 4bs, —4bs, 1 +4bs, 1 —4bs, —1+4bs, —1—4bs, 2+
4bs, 2 — 4bs, —2 + 4bs, —2 — 4bs, —3 + 4bs, 3 — 4bs, —3 — 4bs, 3 + 4bs, —4 + 4bs, 4 — 4bs, 4 +
4bs, —4 — 4bs, —5 + 4bs, 5 — 4bs, 5 + 4bs, —5 — 4bs, —6 + 4bs, 6 — 4bs, 6 + 4bs, —6 — 4bs, -7+
4bs, 7—4bs, T+4bs, —7—4bs, —8+4bs, 8—4bs, 8+4bs, —8—4bs, —9+4bs, 9—4bs, 9+4bs, —9—
4bs, —1044bs, 10 — 4bs, 104+ 4bs, —10 —4bs, —11 +4bs, 11 — 4bs, 11 +4bs, —11 —4bs, —12+
4bs, 12 — 4bs, 12 4 4bs, —12 — 4bs, —13 + 4bs, 13 — 4bs, 13 4+ 4bs, —13 — 4bs, —14 + 4bs, 14 —
4bs, 14 + 4bs, —14 — 4bs, —15 4 4bs, 15 — 4bs, 15 + 4bs, —15 — 4bs, —16 4 4bs, 16 — 4bs, 16 +
4bs, —16 —4bs, —17+4bs, 17— 4bs, 17+ 4bs, —17 — 4bs, —18 4 4bs, 18 — 4bs, 18 +4bs, —18 —
4bs, —19+4bs, 19 — 4bs, 19+ 4bs, —19 — 4bs, —20 + 4bs, 20 — 4bs, 20 + 4bs, —20 — 4bs, —21 +
4bs, 21 — 4bs, 21 4 4bs, —21 — 4bs, —22 + 4bs, 22 — 4bs, 22 4 4bs, —22 — 4bs, —23 + 4bs, 23 —
4bs, —24 + 4bs, 24 — 4bs, bbs, —Hbs, 1 +5bs, 1 —5bs, —1+5bs, —1 —b5bs, 2+ 5bs, 2 — 5bs, —2+
obs, —2 — bbs, —3 + 5bs, 3 — 5bs, —3 — dbs, 3+ bbs, —4 + 5bs,4 — 5bs,4 + Sbs, —4 — bbs, —5+
Sbs, 5—5bs, 5+5bs, —5—5bs, —6+5bs, 6—5bs, 6+5bs, —6—5bs, —7+b5bs, 7—b5bs, 7+5bs, —7—
dbs, —8 4 5bs, 8 — dbs, 84 bbs, —8 — dbs, —9 + 5bs, 9 — Sbs, 9+ 5bs, —9 — dbs, —10+ Sbs, 10 —
5bs, 10 + 5bs, —10 — 5bs, —11 + 5bs, 11 — 5bs, 11 + 5bs, —11 — 5bs, —12 4 5bs, 12 — 5bs, 12 +
5bs, —12 — 5bs, —13 + 5bs, 13 — 5bs, 13+ 5bs, —13 — bbs, —14 + 5bs, 14 — 5bs, 14 + 5bs, —14 —
5bs, —15+ 5bs, 15 — bbs, 15+ 5bs, —15 — 5bs, —16 + 5bs, 16 — bbs, 16 + Sbs, —16 — dSbs, —17 +
5bs, 17 — 5bs, 17 4 5bs, —17 — 5bs, —18 4 5bs, 18 — 5bs, 18 + 5bs, —18 — 5bs, —19 4 5bs, 19 —
5bs, 19 + 5bs, —19 — 5bs, —20 + 5bs, 20 — 5bs, 20 + 5bs, —20 — 5bs, —21 + 5bs, 21 — 5bs, 21 +
Sbs, —21 — bbs, —22 + 5bs, 22 — 5bs, 22 + 5bs, —22 — 5bs, —23 + 5bs, 23 — 5bs, —24 4 5bs, 24 —
5bs, 6bs, —6bs, 1 4+ 6bs, 1 — 6bs, —1 + 6bs, —1 — 6bs, 24 6bs, 2 — 6bs, —2+ 6bs, —2 — 6bs, —3 +
6bs, 3—6bs, —3—6bs, 34+-6bs, —4+6bs, 4—6bs, 4+6bs, —4—6bs, —5+46bs, 5—6bs, 546bs, —5—
6bs, —6+6bs, 6—6bs, 6+6bs, —6—6bs, —7+6bs, 7—6bs, 7+6bs, —7—6bs, —8+6bs, 8—6bs, 8+
6bs, —8 — 6bs, —9 + 6bs, 9 — 6bs, 9 + 6bs, —9 — 6bs, —10 + 6bs, 10 — 6bs, 10 + 6bs, —10 — 6bs}
(xListe von Elementen aus Zj, aus denen dann die v,w und { bestimmt werdenx)
DiscrList = {1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19,21, 22, 23, 26, 29, 31, 35, 39,43, 47,51, 55, 59,
67,71,79,83,87,91,95,103,107,111, 115,119, 123,127,131, 139} ;

(+Liste der zu untersuchenden Diskriminantens)
cq ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} («Liste, die bei der Konstruktion

der verschiedenen t-Werte bendtigt wirds)

For[Discr=1,Discr<Length[DiscrList] ,Discr++,
DD=DiscrList[[Discr]];

If [Mod[DD,4]== 3,EQ=True,EQ=False]; (+*Unterschiedliche Betrachtung,)
WD=Sqrt [DD] ; (+je nachdem, ob D = 3(4) oder D # 3(4)x%)
If [EQ,bs:=(1+WD I)/2;,bs:=WD I;]; (*D=3(4):b= (1+1ivD)/2,

D # 3(4) : b= i/Dx)
If[EQ,{ (*D =3(4) : t = —¢/2 + div/D/2.%)

For[cc=1,cc<=Length[cq],cc++, («Damit ¢ aus Zj ist, miissen gewissex)
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For [dd=1,dd<=Length[cq] ,dd++, (#+Bedingungen erfiillt sein:x)

If [EvenQlcqllccll], (xIst ¢ gerade, dann muss auch d gerade sein, istx)

If [EvenQlcqlladll]l, { (xc ungerade, dann auch d.x)
tt=-cqllccl]/2+cql[dd]IWD/21;

If [Abs[ttl<6 && tt!=-1/2+3Sqrt[3]1/21,{ (*Bedingungen: )

t=tt; (%[t] < 6 und t # —1/2 + 3iv/3/2%)%)

Dadurch, dass t bekannt ist, ist es moglich, die exakten Nullstellen a = a®, a@ und o
des Polynoms f;(z) = 2% — (¢t — 1)z? — (t + 2)z — 1 zu berechnen. Der Wert « sei dabei jene
3

Nullstelle mit dem groBten Absolutbetrag, a(?) = —1 — ﬁ, aB®) = —ﬁﬂ.

Lsg=Map [Simplify,Solve[x"3-(t-1)x"2-(t+2)x-1==0,x]11//N;
(*Lésung der Gleichung fiir jedes tx)
ab=Map [Abs,x/.Lsgl//N;
For[z=1,z<=Length[ab] ,z++,
If [ab[[z]]==Max[ab],{alphal=x/.Lsgl[[z]]1//N,
(*a:betragsgroBte Nullstelle, a® = —1—1/ax)
alpha2=-1-1/alphal,alpha3=-1/(alphai+1)}1]; (xa® = —1/(a +1)%)

Nun berechnet das Programm die Schranken fiir |v|, |w| nach der Formel (A.1) und abschlie-
Bend die Schranke fiir u. Dazu sei M := max|r; — pg|, dann ist R = /|2t + 1] + M und
|u—pi| < R.
deltam=1(Abs[alphal-alpha2]Abs[alpha2-alpha3])+
+1/ (Abs [alphal-alpha3]Abs [alpha2-alpha3])+ (xBerechnung von A/|m|*)
+1/(Abs[alphal-alpha2] Abs[alphal-alpha3]);
c=Abs[alphal-1-alpha3]; (*Berechnung von C'(«)*)
betragv=2~(1/3)Abs[t]~(1/3)c"~(2/3) deltam; (*hﬂ,hu|§§(2HD1/3CXCQ2/3ﬁ%*)
vListe=Select [vwVolleListe,Abs[Part [#]]<betragv&] ;
(+Auswahl aller v,w, die die Schranke erfiillenx)
M=Max [Abs [alphal-t+alpha2+1] ,Abs [alpha2+1+alpha3],
Abs[alpha3+alphal-t]]; (x|ri — pi| < M max(|v|, |w])*)
vlist=Rest[vListe];
betragxi=Max[(Abs[2t+1])~(1/3)+M Map[Abs, vlist]l];

(*Berechnung von Rx)
rootp={-vt+w,v,-wt}; (*p1, P2, P3*)
ErgebnisListe={};

Print [€ Ckskokokokoskokokokskokokokoskokkokok ok skokok skokok ok skokofok sk skokskokok ok okkokokok 2 0 ]
Praimt [ € € ssoskskokokorokskokoskokokskokok kokokkokkokok ok kokok kokok ok kokok ok kokkokokk ) 0 ]
Print[‘‘ t=’’, t];

Print [€ € sorskorskorskorskorskokokkokkokkok ok ok ok ok kok ok ok ook ok ok ok kokokkokokok 2 0] s
Print [€ € sokskokskorskokskokskokskokskokskkokokokokokkokokok ook ok ok ok ok Kok okokk ook 2 0] 5
wListe=vListe;
xiliste=Select[Select[vwVolleListe,Abs[Part [#]]<betragxi &],
PlusMinus[#] &]; (*Auswahl aller £, die die Schranke erfiillenx)
Print[‘‘v-1list=’’,vListe];

Print[‘‘w-list=’’,wListe];

Print[¢‘xi-list=’’,xiliste];

Print [€ Cskskokokokoskokokokokoskokokoskokofokok ok skokok skokok ok kokofokskokokkokokskokkokokk 7 2]
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Nun kann man wieder fiir alle u,v und w den Wert 8 = u + va + wa® und die Norm
N(3) berechnen. Das Programm testet, ob die Normungleichung (A.3) erfiillt ist. In diesem
Fall kann jedoch im Gegensatz zum Fall [¢| > 6 das Programm immer entscheiden, ob die
Ungleichung (A.3) erfiillt ist oder nicht, da man die konkreten Werte fiir o, a® und a(®)
kennt.

For[11=1,11<=Length[vListe],11++,
Print[¢‘Progress: Step ’’,11,‘¢ of ’’,Length[vListe],
(31 . ) ;] ;
For[12=1,12<=Length[wListe],12++,
For[j=1,j<=3,j++,
For[i=1,i<=Length[xiliste],i++,

NN2a:=NN/.u->rootp[[jl]+xiListe[[i]]; (*Berechnung der Normsx)
NN2:=NN2a/.{v->vListe[[11]],w->wListe[[12]]};

Repart:=ComplexExpand [Re [NN2]]; (xAufspaltung der Norms)
Impart:=ComplexExpand [Im[NN2]] ; (#*in Real- und Imagindrteilx)

C3:=FullSimplify[Repart~2+Impart~2<=Abs[2t+1]"2];
(#*Test, ob |Norm|< |2t + 1| erfiillt istx)
If[(C3!=False) | | (Length[C3]>0),
Enthalten=Flatten[Position[ErgebnisListe,{vListe[[11]],
wListe[[12]],j,xiListe[[i]],Repart, Impart,C3}1];
If [Enthalten=={},
ErgebnisListe=Append [ErgebnisListe,{{vListe[[11]],
wListe[[12]],j,xiListe[[i]],Repart,Impart,C3},
{{o0 111,
ErgebnisListe=ReplacePart [ErgebnisListe,{{vListe[[11]],
wListe[[12]1],j,xiListe[[i]],Repart, Impart,C3},
Append [ErgebnisListe[[Enthalten[[1]],2]],{DD}]},
Enthalten[[1]]] (*In eine Liste werdenx)
] jene Elemente hineingeschrieben,x)
] (¢fir die die Ungleichung erfiillt ist.x)
] («+Die Liste enthilt die zugehdrigen v,w,&,x)
] (#*den Real- und den Imagindrteil.x)

Jene (3, die die Normungleichung (A.3) erfiillen, werden mit dem Algorithmus aus Abschnitt A.2.4
in Tripel von Normalformen umgewandelt und auf gegenseitige Assoziiertheit iiberpriift. Auch
hier ergibt sich eine Liste von Werten.

Ls={}; (*Suche der zueinander assoziierten Elemente aus der Listex)
LN={};

troots=rootp; (*Dazu wird jedes Element zu 3 Normalformen assoziiertx)
For[ee=1,ee<Length[ErgebnisListe] ,ee++,
el=Flatten[ErgebnisListe[[ee]]];

vv=el[[1]];

ww=el[[2]];

rootnr=el[[3]];
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pp=troots[[rootnrll/.{v->vv,u->uw};
xi=el[[4]];

Anum=pp+xi+vv alpha+ww alphap; (*ﬂ::zt%—va-+zﬂoﬂm*)
num2=Simplify[Anum/.t->alpha+talphap+alphapp+1] ;

(xt wird durch o+ a® 4 a® +1 ersetztx)
num3=8implify[num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/.
alphapp->-1/(alpha+1)]; (*a(? al®) werden durch Terme in o ersetzts)
num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];

X=Series[num4,{alpha,0,10}]; (*Reihenentwicklung in Potenzen von ax)

If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4, (#+Division durch die niedrigstex)
numb5=Simplify [Expand [num4/alpha~X[[4]],alpha],b==bs]];

num6=Expand [num5] ; (*xvorkommende Potenz in ax)
Y=Series[num4,{alpha,-1,10}]; (#*Reihe in Potenzen von « + 1x)
If [FreeQ[Y,alpha] ,num7=numé, (#+Division durch die niedrigstex)
num7=Simplify[Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal,b==bs]];
Anum8=Expand [num7] ; (*vorkommende Potenz in « + 1x)
Bnum=pp+xi+vv alphap+ww alphapp; (*ﬂ::1L+-va( + wa® *)
num2=Simplify[Bnum/.t->alphatalphap+alphapp+1] ; (+weiterex)
num3=Simplify [num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/. (*Vorgangsweise wiex)
alphapp->-1/(alpha+1)]; (xobensx)

num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];
X=Series[num4,{alpha,0,10}];

If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4,

numb=Simplify[Expand [num4/alpha~X[[4]],alpha] ,b==bs]];
num6=Expand [num5] ;

Y=Series[num4,{alpha,-1,10}];

If [FreeQ[Y,alpha] ,num7=num6,

num7=Simplify[Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal, b==bs]l];
Bnum8=Expand [num7] ;

Cnum=pp+xi+vv alphapp+ww alpha; (%8 = u + va® + wax)
num2=Simplify[Cnum/.t->alpha+alphap+alphapp+1]; (+weiterex)
num3=Simplify[num2/.alphap->-(alpha+1)/alpha/. (xVorgangsweise wiex)
alphapp->-1/(alpha+1)]; (*obenx)

num4=Simplify[num3 alpha(alpha+1)];
X=Series[num4,{alpha,0,10}];

If [FreeQ[X,alpha] ,numb=num4,

numb5=Simplify [Expand [num4/alpha~X[[4]],alpha],b==bs]];
num6=Expand [num5] ;

Y=Series[num4,{alpha,-1,10}];

If [FreeQ[Y,alpha] ,num7=numé,

num7=Simplify[Expand [num6/(alpha+1) "Y[[4]],alphal, b==bs]l];
Cnum8=Expand [num7] ;

A8Liste=AnumS8;

Anum8=Expand [Anum8/.b->bs]; (*In den drei Normalformen wird °‘b’’x)
Bnum8=Expand [Bnum8/.b->bs]; (#durch den tatséchlichen numerischentx)
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Cnum8=Expand [Cnum8/ .b->bs] ;

Switch[DD,

3,

124

(#Wert ersetztx)

(*D = 3 :Multiplikation der Normalformen mit denx)

(+Einheiten b,1 — bx)

Dnum8=Expand [Simplify [Anum8(bs-1)1];
Enum8=Expand [Simplify [Bnum8(bs-1)1];
Fnum8=Expand [Simplify [Cnum8(bs-1)]1]1;

Gnum8=Expand [Simplify [Anum8 bs]];
Hnum8=Expand [Simplify [Bnum8 bs]];
Inum8=Expand [Simplify [Cnum8 bs]];

If [Not [MemberQ[LS,Anum8]] && Not[MemberQ[LS,-Anum8]]

&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&

1,

-

Not [MemberQ[LS,Bnum8]]
Not [MemberQ[LS,Cnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Dnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Enum8] ]
Not [MemberQ[LS,Fnum8]]
Not [MemberQ[LS,Gnum8] ]
Not [MemberQ[LS,Hnum8] ]
Not [MemberQ[LS, Inum8] ]

&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&
&&

(«Uberpriifung, ob der
LS=Append [LS, Anum8] ;

Not [MemberQ[LS,-Bnum8]]
Not [MemberQ[LS,-Cnum8]]
Not [MemberQ[LS,-Dnum8]]
Not [MemberQ[LS,-Enum8]]
Not [MemberQ[LS,-Fnum8]]
Not [MemberQ[LS,-Gnum8] ]
Not [MemberQ[LS,-Hnum8] ]
Not [MemberQ[LS,-Inum8]],

Wert bzw. sein Negatives oder seinex)
(*Produkte mit den Einheiten bereits in
der Liste vorkommenx)
LN=Append [LN,A8Liste,el[[56]],el[[6]1]1,el[[7]1]];

(+wenn nicht, so wird er in die Ergebnisliste iibernommenx)

LS=Append [LS, Anum8] ;
LN=Append [LN,A8Liste,el[[6]],el[[6]1]1,e1[[71]1];
(#*dann wird er in die Ergebnisliste iibernommenx)

1;
1;

Print [ € skokskokokokskskokokokokokskokskokokokok ok ok sksk sk sk okokokokokokokokokok sk ok sk sk kokokok 7 0 ]

Print[‘‘Results for t= ’’, t];

Print [€ € sk kokkok ook kokokok ok ok ok Kok Kok ok ok ok kk Rk okokok 2 7]
Print [LN];

(*alle anderen Diskriminantenx)
If[Not [MemberQ[LS,Anum8]] && Not [MemberQ[LS,-Anum8]]
&& Not [MemberQ[LS,Bnum8]] && Not [MemberQ[LS,-Bnum8] ]
&& Not [MemberQ[LS,Cnum8]] && Not[MemberQ[LS,-Cnum8]],
(«Uberpriifung, ob der Wert bzw. sein Negatives in derx)
(+Liste vorkommt, wenn nicht,x*)

(x*Ausgabe der Liste mit allen Elementen kleiner Norms)

Diese Werte werden dann zusétzlich daraufhin iiberpriift, ob es verschiedene Normalformen
gibt, die eine betragsméafig gleich groie Norm besitzen, aber nicht zueinander assoziiert sind.
Zu diesem Zweck werden jene Elemente, deren Normen sich nur um Faktoren, die Einheiten
sind, von einander unterscheiden, in eine Liste geschrieben und durch den folgenden Algo-
rithmus weiter untersucht:

For k < j do

Ersetze o im j-ten Element durch die exakte Nullstelle ot — z;.
Ersetze o im k-ten Element durch die exakte Nullstelle o) — z9;.
(

Ersetze oo im k-ten Element durch die exakte Nullstelle «

2)—> Xr99.
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Ersetze o im k-ten Element durch die exakte Nullstelle a(® — 293.

Berechne r; = :%111’ I =1,2,3 und fiir eine gewisse Anzahl von i, j1, ja:

51 = |ry — ¢ (M) (oM + 1)72|, wobei ¢ fiir D = 1 von b° bis b, fiir D = 3 von b° bis b° geht
und fiir D # 1,3 +1 ist. Ist s; = 0, dann sind die beiden Elemente zueinander assoziiert, und
das j-te Element kann aus der Liste entfernt werden.

end for

Durch diese Uberpriifung ergibt sich eine Liste, die gegeniiber der urspriinglichen Liste stark
verkiirzt ist.

NV[x_,y_]:=x+yI; (*Umwandlung eines Paares (z,y)%)
L2={}; (+in eine komplexe Zahl z + iyx)
For[i=1,i<=Length[LN],i++,L2=Append[L2,{NV[LN[[i,2]],

LN[[i,3]1]11}11;

L2=Flatten[L2]; (+*Anwendung der obigen Funktionx)
L3=Union[L2]; (*auf die Normen in der Ergebnislistesx)
L4={};
L5={};
For[ii=1,ii<=Length[L3],ii++,
If [DD==3, (#*Zusammenfassung jener Elemente mit gleicher Norms)
L4=Select [LN,NV[#[[2]],#[[31]1]1==L3[[ii]] («bis aufx)
Il NV[#[[2]],#[[3]11]==-L3[[ii]] («Multiplikation mit denx)
|l NV[#[[2]],#[[3]1]1]==bsL3[[ii]] (*Einheiten abhéngig von derx)
Il NV[#[[2]11,#[[3]111==-bsL3[[ii]] (+Diskriminantex)

Il NV[#[[2]],#[[3]1]1]1==(1-bs)L3[[ii]]
Il NV[#[[2]],#[[3]]1]==-(1-bs)L3[[iil] &];,
L4=Select [LN,NV[#[[2]],#[[3]11]==L3[[ii]]
|l NV[#[[2]],#[[3]1]1]==-L3[[ii]] &];
]
For[k=1,k<=Length[L4] ,k++, (+*Untersuchung, ob diese Elementex)
For[j=k+1, j<=Length[L4], j++, (+zueinander assoziiert sindx)
x1=Simplify[L4[[j,111/.{alpha->alphal}];

(#*Zwei Elemente werden untersucht:x)
x21=Simplify[L4[[k,1]]/.{alpha->alphal}]; (+*Kann der Quotients)
x22=Simplify[L4[[k,11]/.{alpha->alpha2}]; (*der beiden oderx)
x23=Simplify[L4[[k,1]]/.{alpha->alpha3}]; (xeine der dazux)
r1=Simplify[x1/x21]; (+Konjugierten in der Form*)
r2=8implify[x1/x22]; (*Einheitswurzel-a’! - (o + 1)72x)
r3=Simplify[x1/x23]; (+geschrieben werden, so sind diex)
1=8; (+beiden Elemente zueinander assoziierts)

For[i=0,i<6,i++,
For[j1=-1,j1<1,j1++,
For[j2=-1,j2<1, j2++,

If [DD==3,ew=bs,ew=-1];

s1=Abs[r1-(ew)"i alphal~(j1) (alphal+1)~(j2)//N];

If[s1<0.00001,
If[NV[L4[[k,2]1],L4[[k,3]1]1]1==NV[L4[[1,2]],04[[1,3]]1]
Il NV[L4[[k,2]1],0L4[[k,3]11]==-NV[L4[[1,2]],L4([[1,3]1]],
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L4=ReplacePart[L4,L4[[k]],j];,L4=ReplacePart[L4,L4[[j]1],k];
] (*Sind zwei Elemente assoziiert, so wird jenes Element,x*)
1; (#*dessen Norm nicht gleich (bis auf das Vorzeichen) der
Norm des ersten Elements der Liste ist, verworfenxk)
s2=Abs [r2-(ew) "i alphal~(j1) (alphal+1)~(j2)//N];
If[s2<0.00001,
If[NV[L4[[k,2]1],L4[[k,3]1]1]==NV[L4[[1,2]],04[[1,3]]]
Il NV[L4[[k,2]],L4[[k,3]]]==-NV[L4[[1,2]],L4[[1,3]]],
L4=ReplacePart[L4,L4[[k]],j];,L4=ReplacePart[L4,L4[[j]],k];
]
13
s3=Abs[r3-(ew) "i alphal~(j1) (alphal+1)~(j2)//N];
If[s3<0.00001,
If[NV[L4[[k,2]],L4[[k,3]]]==NV[L4[[1,2]],L4[[1,3]]]
Il NV[L4[[k,2]],L4[[k,3]]]==-NV[L4[[1,2]],L4[[1,3]]],
L4=ReplacePart[L4,L4[[k]],j];,L4=ReplacePart[L4,L4[[j]],k];
]
13
]
]
]
]
13
L4=Union[L4];
L5=Union[Join[L5, L4]];
1;
L5=Union[L5];
Print [€ € ssksksrskorskorskorskokskok ok sk kok ok ok ok ok kok ok ok ok ok Kok kok ok ok ok kok ok 2 7]

Print[¢‘Final Result for t= ’’, t];
Primt [© Ckokokskorskorokskonskokkokokkokkokokkok ook okokok ook ok kok Kok ok kokkokokkokokok 0] 5
Print [L5]; (+Endergebnis enth&lt nur mehr diex)
} (¢+Elemente, die nicht zueinander assoziiert sindx)
]
}
1,

Nun wiirde die Abfrage nach ungeraden ds und d4 erfolgen. Das zugehorige Programm ist das
gleiche wie vorher und wird daher an dieser Stelle nicht noch einmal dargestellt.

Dann werden noch jene Fille mit D # 3 mod 4 behandelt. Hier werden die unterschiedlichen
t wie folgt konstruiert:

{For[cc=1,cc<=Length[cql,cc++, (*D # 3 mod 4x)
For[dd=1,dd<=Length[cq] ,dd++,{
tt=-cqllccll+cql[dd]]Sqrt [DD]II;

Das Programm ist hier ebenfalls analog zum obigen, allerdings muss man fiir D = 1 zusétzlich
noch jene Werte betrachten, die durch Multiplikation mit der Einheit b = ¢ entstanden sind.
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A.4 Programme zur Berechnung der L6sungen der Thue-Gleichung

Um die Losungen der Thue-Gleichung
Fi(z,y) =2 — (t = D)ay — (t+ x> — ¢y =14 (A.4)

zu berechnen, betrachtet man die Félle [t| > 6 und |t| < 6 getrennt voneinander. In Ab-
schnitt A.4.1 wird eine untere Schranke fiir A; berechnet, mit der man die Anzahl jener (z,y)
einschrianken kann, die mogliche Losungen der Thue-Gleichung (1.1) sind. Dann betrachtet
man alle moglichen Losungspaare (x,y), abhéngig davon, ob A; # 0 oder A; = 0 gilt. In Ab-
schnitt A.4.2 werden dann zuerst die Félle mit A; = 0 behandelt. Danach werden jene Félle
mit A; # 0 betrachtet. In Abschnitt A.4.3 berechnet man die Losungen der Thue-Gleichung
mit betragsmifig kleinem y, in Abschnitt A.4.4 jene Losungen, fiir die x = 0,2 = —y oder
x = ty gilt und in Abschnitt A.4.5 die Losungen, fiir die v = x — ay zu einer Zahl aus Zj
assoziiert ist.

A.4.1 Berechnung einer unteren Schranke fiir A,

Zuerst werden fiir grofie y Schranken fiir den Wert
Aj = Cj log || +10g|5j\ (A.5)

berechnet, wobei §; den Quotienten von zwei zyklisch aufeinander folgenden Elementen in
einem Tripel der Elemente mit kleiner Norm bezeichnet. Fiir [t| > 6 wurde eine allgemein
giiltige obere Schranke in Abschnitt 3.2 bis Abschnitt 3.3 ermittelt, fiir || < 6 wird die obere
Schranke wie im Fall || > 6 berechnet, allerdings ist sie in diesem Fall nicht allgemein giiltig,
sondern wird fiir jeden Wert ¢ extra berechnet. Dazu ermittelt das Programm zuerst fiir jedes
t die Nullstelle « des Polynoms f; = a3 — (t — 1)x? — (¢ + 2)z — 1. Dann setzt man ¢ in die

Ungleichung
. 1/6
W) (MW ) L (A6)

y [+t + 77 lyl?

ein. Diese obere Schranke wird dann mittels “Bootstrapping”, wie in Abschnitt 3.2 beschrie-
ben, verbessert, wodurch man dann eine obere Schranke fiir |A;| erhalt. Nun berechnet man

eine untere Schranke fiir |A;|, indem man fiir jedes Tripel (ﬁ(j), BUHD), ﬂ(j+2)) von Elementen
gl pU+L)  gl+2
U gL+ W)
(A.5) von A; einsetzt. Im Fall |¢| > 6 wird dann fiir den Betrag von «, je nachdem, ob die
Schranke fiir alle ¢ mit |t/ > 6 einer Diskriminante oder fiir Einzelwerte ¢ mit beliebigem
Betrag gelten soll, die Entwicklung von « in Potenzen von ¢ oder die exakte Nullstelle o

verwendet.

lt| > 6

mit kleiner Norm die Quotienten ! bildet und diese dann in die Darstellung

Will man eine Schranke fiir A; berechnen, die fiir alle ¢ einer Diskriminante giiltig ist, so
verwendet man die Entwicklung von « in Potenzen von ¢.

Beispiel: D = 3 und §; = %bﬁg_l%l

alpha:=t+2/t-1/t"2-3/t"3+4.6/t"3.5 (+*Entwicklung von ask)
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b:=1/2+Sqrt [3]/2I (+D =3(4) : b= § + 2P)
Expand [ (2be-1)alpha-1+be] (*Einsetzen der Entwicklung von « in

den Nenner von {j*)

ni:=t(Abs[2b-1]-(Abs[(b-1)/t]+Abs [(4b-2)/t"2]+Abs [(1-2b)/t"3]+
Abs[(3-6b)/t"4]+Abs[(9.2b-4.6)/t"4.5]))/.t—>6 (*Ordnung der Entwicklung
des Nenners nach Potenzen von ¢ und Bildung des Betrages mithilfe
der Dreiecksungleichung |Nenner|>|filhrender Term|-|Rest|x)

Expand[(0)alpha+2be] (xEinsetzen der Entwicklung von « in den Zihler von §;%)

n2:=t(Abs[(2b)/t])/.t->6 (*Ordnung der Entwicklung des Zihlers nach Potenzen
von ¢t und Bildung des Betrages mithilfe der Dreiecksungleichung
|Zdhler|<|fiihrender Term|-|Rest|x)

g=n2/n1 (*Z8hler/Nenners)

f:=q/(1-q) (+[log |1 +¢q|| < q/(1 —q) fiir [q| <1x)
L6=f t/.t->6
Zahl=Abs[b] /Abs[1+b]

For[c=-5,c<5,c++,{d=Abs [c Log[Abs[alpha]]l+Log[Zahl]l+f] /.t->6,
Print[‘‘C_j=’’,c],Print[‘‘Lambda_j>=’’,d]1}] (x|A;| = |Clog|a|+log Zahl+f|x)
Will man eine Schranke fiir A; berechnen, die nur fiir ein spezielles ¢ einer Diskriminante gilt,

so 16st man die Thue—Gleichung und erhélt so den exakten Wert fiir alpha.

Beispiel: D =3,t = -1 + 7“[ und §; = g5 =20

b:=1/2+Sqrt [3]1/2I (+D =3(4) : b= L + Py)
t:=-1/2+7Sqrt [3] /21

Lsg=Map[Simplify,Solve[x~3-(t-1)x"2-(t+2)x-1==0,x]11//N;
ab=x/.Lsg //N;
For[z=1,z<=Lengthl[ab] ,z++,

If [Re[ab[[z]]1] == -1/2,{alpha=x/.Lsg[[z]1//N}]1] (xa: Nullstelle, Ra = —ix)
nl:=(2b)alpha+l (*Nennerx)
n2:=3-2b (*Z&hlerx)
q:=n2/n1 (*Z&hler/Nenners)
f=Abs [1+q] (|1 + gl*)

Zahl=Abs[1]/Abs[2b]

For[c=-5,c<5,c++,{d=Abs[c Log[Abs[alpha]]l+Log[Zahl]l+Log[f]]/.t->6,
Print[¢‘C_j=’’,c],Print[‘‘Lambda_j>=’’,d]}]
(x]Aj| = |Clog |a| +log Zahl+log f|*)

Fiir die untere Schranke nimmt man jeweils den minimalen Wert der Tabelle.
[t] < 6

Fiir alle |t| < 6 wird im Programm analog zu oben fiir jedes einzelne ¢ eine obere bzw. eine
untere Schranke berechnet und auflerdem noch iiberpriift, ob die untere Schranke gréfier als
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die obere Schranke ist, in dem Fall wird dann “Widerspruch” ausgegeben. Zusétzlich gibt das
Programm jene Félle aus, fiir die sich kein Widerspruch ergeben hat. Das sind die Félle, fiir
die A; = 0 gilt, diese werden extra betrachtet.

Beispiel: S0t = —1
alpha=.;alphap=.;alphapp=.; (*a,oﬁm’aﬂa*)

a=.;t=.;c=.;d=.;WD=.;DD=.;
Assume:=Element [{WD},Reals]

DiscrLiSt={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71,79,83,87,91,95,103,
107,111,115,119,123,127,131}; (xListe der zu untersuchenden Diskriminanten)

cq={1,3,5,7}; («Liste, die zum Aufbau jener ¢ mit [t{| < 6 bendtigt wirdx)

PList={}; (¢+Liste mit jenen ¢, fiir die sich kein Widerspruch ergibtsx)
For [Discr=1,Discr<=Length[DiscrList] ,Discr++,
DD = DiscrList[[Discrl];
Print[“‘D =’’,DD];
WD=Sqrt [DD] ;
bs:=(1+WD I)/2;
For[dd=1,dd<=Length[cq] ,dd++,
{
tt=-1/2+cq[[dd]] Sqrt[DD]/2I;
If[Abs[tt]<6&&tt!=-1/2+3ISqrt[3]1/2,

{ (*Auswahl jener t mit Rt = —1 und |t| < 6%)
t=tt;
Lsg=Map[Simplify,Solve[x~3-(t-1)x"2-(t+2)x-1==0,x]]//N;
ab=x/.Lsg //N; (#+Lésung der Gleichung fiir jedes tx)
For[z=1,z<=Length[ab],z++,

If [Re[ab[[z]]] == -1/2,{alphal=x/.Lsgl[[z]]//N,

(*a:Nullstelle mit %<———§ﬂy@)::—1——1/a*)
alpha2=-1-1/alphal,alpha3=-1/(alphal+1)}1]1; (xa® = —1/(a +1)%)

gammay=((3Sqrt [3]) "2Abs [2t+1] “4/Abs [t~ 2+t+7]1°2) " (1/6) /y~2;
(*Schranke fiir ) /y*)
mlist={Abs[alphal-alpha2],Abs[alphal-alpha3],Abs[alpha2-alpha3]};

(+laxi — a14)
minlist=mlist[[Ordering[mlist,3]1]]; (x0rdnung nach der GroBe,x*)
minl=minlist[[1]]; (+#minl: kleinster,x)
min2=minlist[[2]]; (*min2: zweitkleinster Betragk)
xayl=(minl-gammay) ; (+xayl: minl- 77)/y %)
xay2=(min2-gammay) ; (*xay2: min2-vU) /yx)
xya=Abs[2t+1]/(xayl xay?2); (#Verbesserung der Schranke:

2/y — aW)] < |N|/(|eayl|lay2ls)

xyaaiaj=xya/minil; (*xyaaiaj: Schranke wird durch den
minimalen Betrag minl dividiertx)

r=xyaaiaj/(1-xyaaiaj/y~3); (x|R)| < % )
lambdaoben=2r/y~3/.y->6; (xobere Schranke fiir Lambda,*)
Print[‘‘t="",t]; (¢fir jedes t extra berechnetx)
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Print[‘‘obere Schranke fuer lambda=’’, lambdaoben];
If [Abs[alphal-1]==Abs[2alphal+1], (x1.Tripel: Uberpriifung,x*)
{Print[‘‘|logdeltajl=1’]; (*ob der Quotient [§;| =1 istx)

Print [ ‘Widerspruch’’];

Print [¢ “kxkkskrkkx’ ] ;)

{

logdeltaj=Log[1/2]+Log[Abs[1-3/(2alphal+1)]]; (%]d5]%)
Print[‘‘logdeltaj=’’,logdeltajl;

clistil=Table[c Log[Abs[alphal]]l+logdeltaj,{c, -10, 11}];

clist=Map[Abs,clisti]; («Liste fiir |A;| = |Cjlog|al+ log|d;|*)
lambdaunten=Min[clist]; (#Berechnung des minimalen Wertes von |Aj|x)
ge=0Ordering[clist,1];

g=clist1[[gel[[1111]; (+->untere Schranke, )
cj=(g-logdeltaj)/Log[Abs[alphall]; (xdazugehérendes C*)
Print[‘‘Minimum fuer cj=’’, cjl;

Print[‘ ‘untere Schranke fuer lambda=’’,lambdaunten];
(#*Ist die untere Schranke fir |A;| gréBerx)
If [lambdaunten>lambdaoben,Print[¢ ‘Widerspruch’’];,

PList=Append[PList, t];] (xals die obere, so ergibtx)

Print [ “#sckkkakakx? 2] ; (¥sich ein Widerspruch,x)

} (+ansonsten wird ¢ zur PList hinzugefiigtx)

] (#+Das 2. und 3. Tripel miissten auch untersuchts)

} (+werden, dies fdllt bei der Untersuchung von a — 1)

] (*jedoch weg, da hier immer |a— 1| = |a+ 2| und somitx)

} (*in beiden F&llen [§;| =1 giltx)
]
]

Print[¢‘Kein Widerspruch bei t aus der folgenden Liste’’];

Print [PList];

(xAusgabe jener t, fiir die sich kein Widerspruch ergibt:

1. Moglichkeit: |Aj| =0, diese Félle werden extra betrachtet

2. Moglichkeit: |Aj| # 0, aber lambdaunten<lambdaoben, hier so lange Wert fiir y
in lambdaoben erhdhen, bis sich ein Widerspruch ergibtsx)

Die Vorgehensweise fiir die anderen Tripel ist analog.

A.4.2 Aj - 0
In den Féllen, wo A; = 0 gilt, lésst sich die Thue-Gleichung (1.1) jeweils in eine reelle Glei-
chung umwandeln, die mithilfe von KASH3 [5] gelost werden kann. (Siche Abschnitt 4.2).

Beispiel: Fall 2: D = 3,t = —3 + %3 mit ¢ < 93, 8 = a + 1 — b, und die dazugehérige
Gleichung
3(p° + Fp°c) + 9i%p + Fc = +4(c — 3) mit F = ba,

Die Eingabe in KASH3 ist in diesem Fall folgendermafien:
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for k in [2..46] do AppendTo(‘‘C:/Daten/Fall2Plus.txt’’, ‘‘c=’’,2%k+1, ‘:7’,
Solutions (Thue( 3% (1+(2%k+1)*X)+9%X 2+ (2xk+1)*X~3 ), 4*x(2*xk-2) )); od;

Die eingegebene Gleichung wird vom Programm durch eine Potenz von p ergénzt, sodass der
Grad jedes Terms gleich 3 ist und anschlieend gelost. Die Losungen (x,p) der Gleichung
werden dann in ein *.txt-file geschrieben. Man muss dann daraus noch die Losung (z,y) der
Thue-Gleichung (1.1) berechnen.

A.4.3 Berechnung der Lésungen (z,y) der Thue-Gleichung mit betragsméifig
kleinem y

Als niichstes betrachtet man alle y, die betragsméBig klein sind, d.h. alle y mit |y| < 4 fiir
|t| > 6 bzw. |y| < 7 fir |t| < 6. Dazu verwendet man wieder die Ungleichung (A.6). Man
setzt v) = 2 — oy und ersetzt im Fall |t| > 6 a¥) durch die Summe |9 | + {a)}. Auf
diese Weise lassen sich mittels eines Hilfsprogrammes obere Schranken fiir x — |« |y = = — ty,
z—|a® |y =z+4yund z — |a® |y = = berechnen. Zur genaueren Untersuchung der kleinen
y siehe Abschnitt 4.3.1.

alphalb:=(2+1/t+3/t"2+4.6/t°2.5)/t/.t->6 (*Bruchteil der Entwicklung von as)
alpha2b:=(1+2/t"2+1.5/t°2.5)/t/.t->6 (*Bruchteil der Entwicklung von a(?x)
alpha3b:=(1+1/t+1/t°2+2/t°2.5)/t/.t->6 (¥Bruchteil der Entwicklung von a(®)x)

xty=2.9482/yl+alphalb y2/.{y1->2,y2->4} (xobere Schranke fiir |z — ty|,
wobei t der Ganzteil in der Entwicklung von « istx)

xty=2.9482/y1+alpha2b y2/.{yl1->2,y2->4} (xobere Schranke fiir |z — (—1)y|,
wobei -1 der Ganzteil in der Entwicklung von a2 istx*)

xty=2.9482/yl+alpha3b y2/.{y1->2,y2->4} (xobere Schranke fiir |z — Oy| = |z,
wobei O der Ganzteil in der Entwicklung von o(3) istx)

Im Fall |¢| < 6 ist es nicht notwendig, die Nullstelle %) in einen Ganzteil und einen Bruchteil
aufzuspalten, da in diesem Fall die exakte Nullstellen berechnet und in die Ungleichung (A.6)
eingesetzt werden koénnen.

Damit konnen alle z, y aus Z; berechnet werden, die diese Ungleichungen erfiillen. Diese Werte
werden dann in die linke Seite der Thue-Gleichung (A.4) eingesetzt und mit den Werten
fiir ¢ verglichen, die sich als Normen, welche die Ungleichung |N| < |2¢ + 1] fiir spezielle
Diskriminanten erfiillen, ergeben haben. Ist die linke Seite identisch zu der rechten Seite, so
wird das betreffende Paar (z,y) ausgegeben und ist fiir alle Werte ¢ eine Losung der Thue-
Gleichung (A.4). Andernfalls wird die Gleichung nach ¢ gelést und iiberpriift, ob fiir ¢ die
Bedingungen Rt = —3, 3t > 0 sowie [¢| > 6 bzw. [t| < 6 erfiillt sind. Weiters wird iiberpriift,
4D

ob t ein Element aus Zj, ist, in diesem Fall muss ¢ von der Form ¢t = sein, wobei ¢ eine
ungerade natiirliche Zahl bezeichnet. Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt das Programm

die Losung (z,y) der Thue-Gleichung (A.4) sowie die dazugehorigen Werte ¢ und ¢ aus.
|t| > 6

Berechnung aller Losungen (x,y), die den Bedingungen 2 < |y| < 4 und
|z — ty| < 3.00888 geniigen

Die obere Schranke fiir | — ty| wurde bereits in obigem Programm berechnet.
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te=.; x=.; y=.; £f=.; ft =.; xy =.; WD =.; DD =.;

vwVolleListe :={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,5,—-5,6,—6,7,—7,8,—8,9, -9,
10,—-10,11,—-11,12,-12,13,—13,14, —14,15,—15,16, —16,17, —17,18, —18, bs,
—bs,14+bs,1—-bs,—1+4+bs,—1—bs,2+bs,2—bs, —2+bs, —2—bs, —3+bs,3—bs, -3 —bs, 3+
bs,—4+bs,4—bs,4+bs,—4—bs, —5+bs,5—bs,5+bs, -5 —bs,—6+bs,6—bs,6+bs, —6—
bs, —7+bs,7—bs,7+bs,—7—Dbs, —8+Dbs, 8 —bs,8+bs, —8—bs, —9+bs,9—bs, 9+ bs, -9 —
bs,—10+4bs,10 —bs,10 +bs, —10 — bs, —11 + bs, 11 —bs, 11 +bs, —11 —bs, =12 4 bs, 12 —
bs, 12+ bs, —12 —bs,—13 +bs,13 —bs, 13+ bs, —13 —bs,—14 + bs, 14 —bs, 14+ bs, —14 —
bs,—15+bs, 15 —Dbs, 15+ bs, —15 —bs, —16 + bs, 16 — bs, 16 + bs, —16 —bs, —17 + bs, 17 —
bs, 17+ bs, —17 —bs, —18 + bs, 18 — bs, 18 + bs, —18 — bs, —19+ bs, 19 — bs, 19+ bs, —19 —
bs, —20 4 bs, 20 — bs, 20 + bs, —20 — bs, —21 + bs, 21 — bs, 21 + bs, —21 — bs, —22 + bs, 22 —
bs,22 4+ bs, —22 — bs, —23 + bs, 23 — bs, —24 + bs, 24 — bs, 2bs, —2bs, 1 + 2bs,1 — 2bs, —1 +
2bs, —1 — 2bs, 2+ 2bs, 2 — 2bs, —2 4 2bs, —2 — 2bs, —3 + 2bs, 3 — 2bs, —3 — 2bs, 3+ 2bs, —4 +
2bs,4 — 2bs,4 + 2bs, —4 — 2bs, —5 + 2bs, 5 — 2bs, 5 + 2bs, —5 — 2bs, —6 + 2bs, 6 — 2bs, 6 +
2bs, —6 — 2bs, —7 + 2bs, 7 — 2bs, 7+ 2bs, —7 — 2bs, —8 + 2bs, 8 — 2bs, 8 + 2bs, —8 — 2bs, —9 +
2bs,9—2bs, 9+2bs, —9—2bs, —10+2bs, 10—2bs, 10+ 2bs, —10—2bs, —11+42bs, 11—2bs, 11+
2bs, —11 —2bs, —12+2bs, 12 — 2bs, 12+ 2bs, —12 — 2bs, —13 + 2bs, 13 — 2bs, 13 + 2bs, —13 —
2bs, —14 + 2bs, 14 — 2bs, 14 4 2bs, —14 — 2bs, —15+ 2bs, 15 — 2bs, 15+ 2bs, —15 — 2bs, —16 +
2bs, 16 — 2bs, 16 4 2bs, —16 — 2bs, —17 4 2bs, 17 — 2bs, 17 + 2bs, —17 — 2bs, —18 4 2bs, 18 —
2bs, 18 + 2bs, —18 — 2bs, —19 + 2bs, 19 — 2bs, 19 + 2bs, —19 — 2bs, —20 + 2bs, 20 — 2bs, 20 +
2bs, —20 — 2bs, —21 + 2bs, 21 — 2bs, 21 + 2bs, —21 — 2bs, —22 + 2bs, 22 — 2bs, 22 + 2bs, —22 —
2bs, —23+2bs, 23 —2bs, —24+2bs, 24— 2bs, 3bs, —3bs, 1+3bs, 1 —3bs, —1+3bs, —1—3bs, 2+
3bs,2 — 3bs, —2 + 3bs, —2 — 3bs, —3 + 3bs, 3 — 3bs, —3 — 3bs, 3 + 3bs, —4 + 3bs,4 — 3bs, 4 +
3bs, —4 — 3bs, —5+ 3bs,5 — 3bs, 5+ 3bs, —5 — 3bs, —6 + 3bs, 6 — 3bs, 6+ 3bs, —6 — 3bs, — 7+
3bs, 7 — 3bs, 7 + 3bs, —7 — 3bs, —8 4+ 3bs, 8 — 3bs, 8 + 3bs, —8 — 3bs, —9 + 3bs,9 — 3bs, 9 +
3bs, —9 — 3bs, —10 + 3bs, 10 — 3bs, 10 + 3bs, —10 — 3bs, —11 4 3bs, 11 — 3bs, 11 4 3bs, —11 —
3bs, —1243bs, 12 — 3bs, 12+ 3bs, —12 — 3bs, —13 4 3bs, 13 — 3bs, 13 + 3bs, —13 — 3bs, —14 +
3bs, 14 — 3bs, 14 4 3bs, —14 — 3bs, —15 + 3bs, 15 — 3bs, 15 4 3bs, —15 — 3bs, —16 + 3bs, 16 —
3bs, 16 + 3bs, —16 — 3bs, —17 4 3bs, 17 — 3bs, 17 + 3bs, —17 — 3bs, —18 4+ 3bs, 18 — 3bs, 18 +
3bs, —18 — 3bs, —194 3bs, 19 — 3bs, 19 + 3bs, —19 — 3bs, —20 4 3bs, 20 — 3bs, 20 + 3bs, —20 —
3bs, —21 4 3bs, 21 — 3bs, 21 + 3bs, —21 — 3bs, —22 4 3bs, 22 — 3bs, 22 + 3bs, —22 — 3bs, —23 +
3bs, 23 — 3bs, —24 4 3bs, 24 — 3bs, 4bs, —4bs, 1 4+ 4bs,1 —4bs, —1 4 4bs, —1 —4bs, 2+ 4bs, 2 —
4bs, —2 + 4bs, —2 — 4bs, —3 + 4bs, 3 — 4bs, —3 — 4bs, 3+ 4bs, —4 + 4bs,4 — 4bs, 4 + 4bs, —4 —
4bs, —5+4bs, 5—4bs, 5+4bs, —5—4bs, —6+4bs, 6—4bs, 6+4bs, —6—4bs, —7+4bs, 7T—4bs, 7+
4bs, —7—4bs, —8 4+ 4bs, 8 — 4bs, 8 + 4bs, —8 — 4bs, —9+4bs, 9 — 4bs, 9+ 4bs, —9 — 4bs, —10+
4bs, 10 — 4bs, 10 4+ 4bs, —10 — 4bs, —11 + 4bs, 11 — 4bs, 11 4+ 4bs, —11 — 4bs, —12 + 4bs, 12 —
4bs, 12 4 4bs, —12 — 4bs, —13 4 4bs, 13 — 4bs, 13 + 4bs, —13 — 4bs, —14 + 4bs, 14 — 4bs, 14 +
4bs, —14 — 4bs, —15+ 4bs, 15 — 4bs, 15+ 4bs, —15 — 4bs, —16 4 4bs, 16 — 4bs, 16 +4bs, —16 —
4bs, —17+4bs, 17— 4bs, 17+ 4bs, —17 — 4bs, —18 +4bs, 18 — 4bs, 18 + 4bs, —18 —4bs, —19+
4bs, 19 — 4bs, 19 4 4bs, —19 — 4bs, —20 + 4bs, 20 — 4bs, 20 4 4bs, —20 — 4bs, —21 + 4bs, 21 —
4bs, 21 + 4bs, —21 — 4bs, —22 + 4bs, 22 — 4bs, 22 4+ 4bs, —22 — 4bs, —23 + 4bs, 23 — 4bs, —24 +
4bs, 24 — 4bs, 5bs, —5bs, 1 4+ 5bs, 1 — 5bs, —1 4 bbs, —1 — 5bs, 2+ 5bs, 2 — 5bs, —2 + Sbs, —2 —
5bs, —3 + bbs, 3 — 5bs, —3 — 5bs, 3 + Sbs, —4 + 5bs, 4 — 5bs, 4 + Sbs, —4 — 5bs, —5 + 5bs, 5 —
obs, b + bbs, —5 — 5bs, —6 + Sbs, 6 — bbs, 6 + 5bs, —6 — dSbs, —7 + bbs, 7 — 5bs, 7 4 dbs, —7 —
obs, —8 4 bbs, 8§ — 5bs, 8 + Hbs, —8 — 5bs, —9 + 5bs, 9 — Hbs, 9+ 5bs, —9 — Hbs, —10+ 5bs, 10 —
5bs, 10 + 5bs, —10 — 5bs, —11 + 5bs, 11 — 5bs, 11 + 5bs, —11 — 5bs, —12 + 5bs, 12 — 5bs, 12 +
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5bs, —12 — 5bs, —13 + 5bs, 13 — 5bs, 13+ 5bs, —13 — 5bs, —14 + 5bs, 14 — 5bs, 14 + 5bs, —14 —
5bs, —15+ 5bs, 15 — bbs, 15+ 5bs, —15 — 5bs, —16 + 5bs, 16 — bbs, 16 + Sbs, —16 — dSbs, —17 +
5bs, 17 — 5bs, 17 4 5bs, —17 — 5bs, —18 4 5bs, 18 — 5bs, 18 + 5bs, —18 — 5bs, —19 4 5bs, 19 —
5bs, 19 + 5bs, —19 — bbs, —20 + 5bs, 20 — 5bs, 20 + 5bs, —20 — 5bs, —21 + 5bs, 21 — 5bs, 21 +
Sbs, —21 — 5bs, —22 + 5bs, 22 — 5bs, 22 + 5bs, —22 — 5bs, —23 + 5bs, 23 — 5bs, —24 4 5bs, 24 —
5bs, 6bs, —6bs, 1 4+ 6bs, 1 — 6bs, —1 + 6bs, —1 — 6bs, 24 6bs, 2 — 6bs, —2+ 6bs, —2 — 6bs, —3 +
6bs, 3—6bs, —3—6bs, 34+-6bs, —4+6bs, 4—6bs, 4+6bs, —4—6bs, —5+46bs, 5—6bs, 546bs, —5—
6bs, —6 4 6bs, 6 — 6bs, 6 + 6bs, —6 — 6bs, —7 4 6bs, 7 — 6bs, 7 + 6bs, —7 — 6bs, —8 + 6bs, 8 —
6bs, 8+ 6bs, —8 —6bs, —9+6bs, 9 —6bs, 94 6bs, —9—6bs, —10+6bs, 10— 6bs, 10+ 6bs, —10—
6bs, —11 4 6bs, 11 —6bs, 11 4+ 6bs, —11 — 6bs, —12 4 6bs, 12 — 6bs, 12+ 6bs, —12 — 6bs, —13 +
6bs, 13 — 6bs, 13 4 6bs, —13 — 6bs, —14 + 6bs, 14 — 6bs, 14 4 6bs, —14 — 6bs, —15 + 6bs, 15 —
6bs, 15 + 6bs, —15 — 6bs, —16 4 6bs, 16 — 6bs, 16 + 6bs, —16 — 6bs, —17 + 6bs, 17 — 6bs, 17 +
6bs, —17 — 6bs, —18 4 6bs, 18 — 6bs, 18 + 6bs, —18 — 6bs, —19 4 6bs, 19 — 6bs, 19 + 6bs, —19 —
6bs, —20 4+ 6bs, 20 — 6bs, 20 + 6bs, —20 — 6bs, —21 4 6bs, 21 — 6bs, 21 + 6bs, —21 — 6bs, —22 4+
6bs, 22—06bs, 224-6bs, —22—6bs, —23+6bs, 23—6bs, —244-6bs, 24—6bs, 7Tbs, —7bs, 1+7bs, 1 —
Tbs,—1+4Tbs, —1 —T7bs, 2+ 7bs,2 — Tbs, —2+ Tbs, —2 — Tbs, —3 + 7bs, 3 — 7Tbs, —3 — Tbs, 3 +
Tbs, —4+7bs,4—7bs, 44 7bs, —4—Tbs, —5+47bs, 5—"7bs, 5+7bs, —5—Tbs, —6+7bs, 6—Tbs, 6+
Tbs, —6 — Tbs, =7+ 7bs, 7 — 7bs, 7+ 7bs, —7 — Tbs, —8 4+ Tbs, 8 — Tbs, 8 4+ Tbs, —8 — Tbs, —9 +
Tbs,9—"Tbs, 94 Tbs, —9—"7bs, —10+7bs, 10— 7bs, 10+ 7bs, —10—Tbs, —114T7bs, 11 —Tbs, 11+
Tbs, —11 —T7bs, —12+ 7bs, 12 — Tbs, 12+ Tbs, —12 — Tbs, —13 + 7bs, 13 — 7bs, 13+ Tbs, —13 —
Tbs, —14+Tbs, 14 — Tbs, 14+ Tbs, —14 — Tbs, —15+ Tbs, 15 — 7bs, 15+ Tbs, —15 — Tbs, —16 +
Tbs,16 — 7bs, 16 + Tbs, —16 — 7bs, —17 4 7bs, 17 — Tbs, 17 + Tbs, —17 — 7bs, —18 4+ 7bs, 18 —
Tbs, 18 + 7Tbs, —18 — Tbs, —19 + Tbs, 19 — 7bs, 19 + Tbs, —19 — Tbs, —20 + 7bs, 20 — 7bs, 20 +
Tbs, —20 — 7bs, —21 + 7bs, 21 — Tbs, 21 + 7bs, —21 — 7bs, —22 + 7bs, 22 — Tbs, 22+ Tbs, —22 —
Tbs, —23+7bs, 23— Tbs, —24+4Tbs, 24 —7bs, 8bs, —8bs, 1+8bs, 1 —8bs, —1+48bs, —1 —8bs, 2+
8bs, 2 — 8bs, —2 + 8bs, —2 — 8bs, —3 + 8bs, 3 — 8bs, —3 — 8bs, 3 + 8bs, —4 + 8bs, 4 — 8bs, 4 +
8bs, —4 — 8bs, —5+ 8bs, 5 — 8bs, 5 + 8bs, —5 — 8bs, —6 4 8bs, 6 — 8bs, 6 + 8bs, —6 — 8bs, — 7+
8bs, 7T—8bs, 74+8bs, —7—8bs, —8+8bs, 8—8bs, 8+8bs, —8—8bs, —9+4-8bs, 9—8bs, 94-8bs, —9—
8bs, —10+ 8bs, 10 — 8bs, 10 + 8bs, —10 — 8bs, —11 4 8bs, 11 — 8bs, 11 + 8bs, —11 — 8bs, —12 4+
8bs, 12 — 8bs, 12 4 8bs, —12 — 8bs, —13 + 8bs, 13 — 8bs, 13 + 8bs, —13 — 8bs, —14 4 8bs, 14 —
8bs, 14 + 8bs, —14 — 8bs, —15 4 8bs, 15 — 8bs, 15 + 8bs, —15 — 8bs, —16 + 8bs, 16 — 8bs, 16 +
8bs, —16 — 8bs, —17 4 8bs, 17 — 8bs, 17+ 8bs, —17 — 8bs, —18 + 8bs, 18 — 8bs, 18 + 8bs, —18 —
8bs, —19+ 8bs, 19 — 8bs, 19 + 8bs, —19 — 8bs, —20 + 8bs, 20 — 8bs, 20 + 8bs, —20 — 8bs, —21 +
8bs, 21 — 8bs, 21 + 8bs, —21 — 8bs, —22 + 8bs, 22 — 8bs, 22 4 8bs, —22 — 8bs, —23 + 8bs, 23 —
8bs, —24 + 8bs, 24 — 8bs, 9bs, —9bs, 1 +9bs, 1 —9bs, —1+9bs, —1 —9bs, 2+ 9bs, 2 —9bs, —2+
9bs, —2 — 9bs, -3+ 9bs, 3 — 9bs, —3 — 9bs, 3+ 9bs, —4 4 9bs, 4 — 9bs, 4 + 9bs, —4 — 9bs, —5 +
9bs, 5—9bs, 54+9bs, —5—9bs, —6+9bs, 6—9bs, 6+9bs, —6—9bs, —7+9bs, 7—9bs, 74+9bs, —7—
9bs, -8+ 9bs, 8 —9bs, 8+ 9bs, —8 — 9bs, -9+ 9bs, 9 — 9bs, 9+ 9bs, —9 — 9bs, —10+ 9bs, 10 —
9bs, 10 + 9bs, —10 — 9bs, —11 4+ 9bs, 11 — 9bs, 11 4+ 9bs, —11 — 9bs, —12 4+ 9bs, 12 — 9bs, 12 +
9bs, —12 —9bs, —13 4 9bs, 13 — 9bs, 13 +9bs, —13 — 9bs, —14 4+ 9bs, 14 — 9bs, 14 + 9bs, —14 —
9bs, —1549bs, 15 —9bs, 15+ 9bs, —15 — 9bs, —16 4+ 9bs, 16 — 9bs, 16 + 9bs, —16 — 9bs, —17 +
9bs, 17 — 9bs, 17 4 9bs, —17 — 9bs, —18 + 9bs, 18 — 9bs, 18 + 9bs, —18 — 9bs, —19 + 9bs, 19 —
9bs, 19 + 9bs, —19 — 9bs, —20 + 9bs, 20 — 9bs, 20 4 9bs, —20 — 9bs, —21 + 9bs, 21 — 9bs, 21 +
9bs, —21—9bs, —22+9bs, 22—9bs, 22+9bs, —22—9bs, —23+49bs, 23—9bs, —24+9bs, 24—9bs}

(«Liste von Elementen aus Zj, aus denen dann die z und y bestimmt werdenx)

DiscrList={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71};
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(+Liste der zu untersuchenden Diskriminantens)

d3List={2t+1,-(2t+1), (2t+1)Sqrt [311/2-7/2,- ((2t+1)Sqrt [311/2-7/2)
(2t+1)Sqrt [311/2+7/2,-((2t+1)Sqrt [311/2+7/2) , (2t+1) /2+3Sqrt [311/2,
- ((2t+1) /2+33qrt [311/2) , (2t+1) /2-3Sqrt [311/2, - ((2t+1) /2-3Sqrt [311/2) ,
5+6S8qrt [3]I,-(5+6Sqrt [3]1I),-5+6Sqrt[3]I,-(-5+6Sqrt[3]1I),-12,12};

d7List={2t+1,-(2t+1),2t+1-2Sqrt [7]1I,-(2t+1-2Sqrt[7]I),11-2Sqrt[7]I,
~(11-28qrt [711),11+28qrt [711, - (11+28qrt [711) };

dList={2t+1,-(2t+1) }; (#d3List,d7List,dList: Liste der mdglichen Werte auf
der rechten Seite der Thue-Gleichung, geordnet nach den Diskriminantenx)

Flx_,y_1=x"3-(t-1)x"2y-(t+2)x y~2-y~3; (#*linke Seite der Thue-Gleichungs)

For [Discr=1,Discr<=Length[DiscrList] ,Discr++,
DD = DiscrList[[Discrl];
Print[“‘D =’’,DD];
WD=Sqrt [DD] ;
bs:=(1+WD I)/2;

yListe=Select[vwVolleListe,2<=Abs[Part [#]]<4&]; (*alle y aus der Liste,
die 2 < |y| <4 erfiillenx)
xtyListe=Select[vwVolleListe,Abs[Part [#]]<3.00888&] ; (xalle k=x —ty

aus der Liste, fiir die |k| < 3.00888 giltx)
For[yy=1,yy<=Length[yListe],yy++,
For [xty=1,xty<=Length[xtyListe] ,xty++,
y=yListel[[yyl]l;

x=xtyListe[[xtyl]l+t y; (xx = k + tyx*)
f=Simplify[Expand[F[x,y]]]; (+Einsetzen von x und y in die
linke Seite der Gleichung)
If [DD==3,{ (x*Aufspaltung nach Diskriminantenx)
For[d13=1,d13<=Length[d3List] ,d13++,

If [Expand [f]===Expand[d3List [[d13]]],{ (xIst f(z,y) ={, %)
Print[‘‘x="",x]; (#*d.h. gleich einem Wert aus derx)
Print[‘‘y="7,y]; (+Liste der rechten Seiten, sox)
Print[¢‘F(x,y)="",f]; (+werden sowohl f(x,y) alsx)
Print [¢ “kxkkrksrxx? 2] 51, (xauch ¢ ausgegebenx)
Lsgl=Solve [f==d3List [[d13]],t]; (*Andernfalls wird diex)
For[z1=1,z1<=Length[Lsgl] ,z1++, (¥Gleichung f(x,y) = (%)

tel=ComplexExpand[t/.Lsgl[[z1]]]; (*nach t geldst undx)
If [Abs[tel]>=6,{ (xiberpriift, ob fiir die Lésung ¢ gilt,

dass [t| > 6,R(t) = —3,%)
If [Re[tel]==-1/2&&(Im[tel] >0&&0ddQ[2Im[tel] /WD]==True),

{ (*3(t) > 0 und ¢t ein Element aus Zj istx)
Print[¢‘x=’",x]; («+Dann erfolgt die Ausgabesx)
Print[‘‘y="",y]; (xvon z,y, f(z,y),{ und tx)

Print[¢‘F(x,y)="",f];
Print[‘‘RS=’’,d3List[[d13]]1];
Print[‘‘t=’’,tel];

Print [ ¢ ‘##tatataatait’ ° ] ;
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Fiir alle anderen Diskriminanten erfolgt die Berechnung analog.

Berechnung aller Losungen (x,y), die den Bedingungen 2 < |y| < 4 und
|z + y| < 2.18914 geniigen

Hier erfolgt die Berechnung der méglichen Losungen (z,y) durch

yListe=Select[vwVolleListe,2<=Abs[Part [#]]<4&]; (+alle y aus der Liste,
die 2 < |y| <4 erfiillenx)
xtyListe=Select [vwVolleListe,Abs [Part [#]]<2.18914&]; (valle k=xz+y

aus der Liste, fiir die |k| < 2.18914 giltx)
For[yy=1,yy<=Length[yListe],yy++,
For [xty=1,xty<=Length[xtylListe] ,xty++,
y=yListel[[yyl]l;
x=xtyListe[[xtyl]l-y; (xx =k — y*)
Das restliche Programm ist analog zum obigen.

Berechnung aller Losungen (x,y), die den Bedingungen 2 < |y| < 4 und
|z| < 2.28552 geniigen

Hier werden die moglichen Losungen (z,y) durch

yListe=Select[vwVolleListe,2<=Abs[Part [#]]<4&]; (*alle y aus der Liste,
die 2 < |y| <4 erfiillenx)
xtyListe=Select[vwVolleListe,Abs[Part [#]]<2.28552&]; (xalle z aus

der Liste, fir die |z| < 2.28552 giltx)
For[yy=1,yy<=Length[yListe],yy++,
For [xty=1,xty<=Length[xtyListe] ,xty++,
y=yListel[[yyl];
x=xtyListe[[xtyl];

berechnet, der Rest verlduft analog zu oben.
[t] < 6

Zu Beginn wird wieder die Liste vwVolleListe definiert, aus denen dann die z und y bestimmt
werden. Man verwendet die Liste aus dem Programm fiir |¢| > 6, daher wird sie an dieser
Stelle nicht nochmals angefiihrt.

te=.; x=.;, y=.; f=.; ft=.; xy=.; wd=.; dd =.;

DLiSt={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71,79,83,87,91,95,103,107,
111,115,119,123,127,131}; (*Liste der zu untersuchenden Diskriminantensx)

cq={1,3,5,7}; («Liste, die zum Aufbau jener ¢ mit || < 6 bendtigt wirdx)

d3List={2t+1,-(2t+1),4Sqrt[3]1,-4Sqrt[3]11,Sqrt[3]1I,-Sqrt[3]I,
2+3S8qrt [3]11,2-3Sqrt [3]11,-2+3Sqrt[3]1,-2-3Sqrt[3]1,
4+38qrt [3]1,4-3Sqrt [3]11,-4+3Sqrt[3]11,-4-3Sqrt[3]11,
-3,3,-4,4,-5,5,-8,8};

d7List={2t+1,-(2t+1),Sqrt[7]I,-Sqrt[7]1I,4+Sqrt[7]1I,4-Sqrt[7]I,
-4+Sqrt[7]I,-4-Sqrt[7]11,1+2S8qrt[7]1I,1-2Sqrt[7]1I,-1+2Sqrt[7]I,
-1-28qrt[7]11,7/2+5/28qrt [711,7/2-5/28qrt[7]11,-7/2+5/28qrt [7]1,
-7/2-5/28qrt[7]1,-3,3,-5,5,-7,7};
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d11List={2t+1,-(2t+1),28qrt[11]11,-2Sqrt[11]1,7+2Sqrt[11]1,
-(7+2S8qrt[1111),7-2Sqrt [3]11,-(7-2Sqrt [3]11) };

dibList={2t+1,-(2t+1),3,-3};
d19List={2t+1,-(2t+1),2,-2,3,-3,4,-4};

d23List={2t+1,-(2t+1),3/2+Sqrt[23]11/2,-(3/2+Sqrt [23]1/2),
3/2-8qrt[23]11/2,-(3/2-8Sqrt[23]11/2)};

d31LiSt={2t+1,—(2t+1),1/2+Sqrt[31]I/2,—(1/2+Sqrt[31]1/2),
1/2-8qrt [31]11/2,-(1/2-Sqrt[31]11/2),3,-3};

d35List={2t+1,-(2t+1),2,-2,4,-4,5,-5};
ddList={2t+1,-(2t+1) ,t"2+t+7,-(t"2+t+7) };

dList={2t+1,-(2t+1) }; (*d3List,...: Listen der mdglichen Werte auf der
rechten Seite der Thue-Gleichung, geordnet nach den Diskriminantenx)

Flx_,y_,t]= x"3-(t-1)x"2y-(t+2)x y~2-y~3; (*Thue-Gleichungx)
For[Dis=1,Dis<=Length[DList] ,Dis++,
dd=DList [[Dis]];

Print[¢‘D=’’,dd];
wd=Sqrt [dd] ;

b:=(1+wd I)/2; (+Berechnung von b= %—%iﬁgi*)
For[ee=1,ee<=Length[cql,ee++, (*und t::—%-+‘jg5*)
tt=-1/2+cql[ee]] Sqrt[dd]/2I;

If [Abs[tt]<6&&tt!=-1/2+3Sqrt[3]/21, (xTest: |[t| < 6%)
{t=tt;

Lsg= Map[Simplify, Solve[x"3-(t-1)x"2-(t+2)x-1==0,x]]1//N;

ab=x/.Lsg//N; (+Losung der Thue-Gleichungx)

For [z=1,z<=Length[ab],z++,

If [Re[ab[[z]]1]==-1/2,{alphal=x/.Lsg[[z]]1//N;

alpha2=-1-1/alphal;alpha3=-1/(alphal+1);},

] (#Bezeichnung der Nullstellen: a(!) mit R(alM) = —1/2 %)
1; (xa® = -1-1/aM;a® = —1/(a™ 4 1)x)
gammay=( (3Sqrt [3]) "2Abs[2t+1] "4/Abs [t~ 2+t+7]"2) "~ (1/6) /y/.y->7;

(xobere Schranke fiir |y()|x)
yListe=Select[vwVolleListe, 1<=Abs[Part [#]]<7&];

(*Auswahl jener y fir die |y| <7 giltx)
m=Max [Abs [alphal] ,Abs[alpha2],Abs[alpha3]]; (*Berechnung von max |a9) |x)
xwert=gammay+7m; (¥|z| — 7max |a9)] < |z — aWy| = |y0)|x)
xListe=Select[vwVolleListe,Abs[Part [#]]1< xwert&];
For[yy=1,yy<=Length[yListe] ,yy++,

For[xty=1,xty<=Length[xListe],xty++,

y=yListe[[yy]l]; (xJedes Paar (x,y) wird in die Thue-Gleichungx)
x=xListe[[xtyl]; (xeingesetzt — fx)
f=Simplify[Expand[F[x,y,t]]];

Switch[dd,

3,
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If [t==-1/2+Sqrt[3]/2I, {
For[d13a=1,d13a<=Length[dList] ,d13a++,
If [Expand [f]==Expand[dList [[d13al]l], {
Print[‘‘t="",t]; (xf wird mit jedem ¢ verglichen und beix)
Print[‘‘x="",x]; (#*Gleichheit werden (z,y),(,t ausgegebenx)
Print[¢‘y="’,y];
Print[¢‘F(x,y)="",f];
Print[¢‘1="’,dList[[d13a]]];
Print [€ “#skkxkrkkrx? 2] 1,

For[d13=1,d13<=Length[d3List],d13++,
If [Expand[f]== Expand[d3List[[d13]]], {
Print[“‘t="’,t];
Print[‘‘x="’,x];
Print[¢‘y="’,y];
Print[¢‘F(x,y)="’,1f];
Print[¢‘1="’,d3List[[d13]]];
Print [¢ Ckxksrxsrnx? 2] ;4

Die Vorgangsweise fiir alle anderen Diskriminanten ist analog.

A.4.4 Berechnung aller Losungen (z,y) der Thue-Gleichung, wobei entwe-
der x = 0,2 = —y oder z = ty gilt

Im Abschnitt 3.2 wurden fiir den Fall |¢t| > 6 die Werte x = 0,2 = —y und & = ty aus-
genommen, damit der Ausdruck |z — [aU)]y| # 0 war. In diesen Fillen vereinfachen sich
die Thue-Gleichungen soweit, dass man nur mehr kubische Wurzeln berechnen muss (siehe
Abschnitt 4.3.2). Diese werden nun behandelt. Zu diesem Zweck erzeugt das Programm ei-

ne Liste von zu untersuchenden Werten ¢ mit Rt = —%, 3t > 0 und [¢t| > 6 und berechnet
abhéngig vom speziellen ¢ die dritten Wurzeln aus —¢ fiir z = 0, aus ¢ fiir x = —y sowie aus
—%EH fiir x = ty. Im Fall D = 3 ergeben sich weitere Wurzeln durch Multiplikation mit den

Einheiten b und 1 — b. Dann wird getestet, ob die berechneten dritten Wurzeln y Elemente
aus Zy, sind. Dazu wird y in der Form y = § + %/5 geschrieben. Es muss ¢y = ¢;(2) erfiillt
sein, damit y in Zj liegt. Ist eine der beiden Bedingungen erfiillt, so wird die Losung (x,y)

der Thue-Gleichung (A.4) und die dazugehorigen Werte ¢ und ¢ ausgegeben.
Berechnung aller Losungen der Form (0,y) der Thue-Gleichung
tt=.;x=.;WD=.;DD=.;yl=.;y2=.;y3=.;y=.;al=.;a2=.;a3=.;a=.;bl=.;
b2=.;b3=.;b=.;wy=.;
DiscrList={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71}
(*Liste der zu untersuchenden Diskriminantens)

d3List={2t+1,-(2t+1), (2t+1)Sqrt [3]11/2-7/2,-((2t+1)Sqrt [3]11/2-7/2),
(2t+1)Sqrt [311/2+7/2,-((2t+1)Sqrt [311/2+7/2) , (2t+1) /2+3Sqrt [3]11/2,
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-((2t+1)/2+3Sqrt[311/2), (2t+1) /2-3Sqrt [311/2,-((2t+1)/2-3Sqrt [3]11/2),
5+6Sqrt [3]I,-(5+6Sqrt [3]1I),-5+6Sqrt[3]I,-(-5+6Sqrt[3]1I),-12,12};

d7List={2t+1,-(2t+1),2t+1-2Sqrt [7]1I,-(2t+1-2Sqrt[7]I),11-2Sqrt[7]I,
-(11-28qrt[71I),11+2Sqrt [7]1I,-(11+2Sqrt [71I) };

dList={2t+1,-(2t+1)}; (*d3List,d7List,dList: Liste der moéglichen Werte auf
der rechten Seite der Thue-Gleichung, geordnet nach den Diskriminantens)

For [Discr=1,Discr<=Length[DiscrList] ,Discr++,
DD=DiscrList[[Discrl];
Print[‘‘D=’’,DD];
WD=Sqrt [DD] ;
bs:=(1+WD I)/2;

For[cc=1,cc<=1000,cc+=2, (*Konstruktion einer Liste vonx)
tt:=-1/2+cc Sqrt[DD]/2I; (+méglichen t-Wertenx)
If[tt!=-1/2+3Sqrt[3]/21,

If [DD==3,{ (xAufspaltung nach Diskriminantens)
For[d13=1,d13<=Length[d3List] ,d13++, (+Losung der Gleichung —y° =/
mit ¢ aus einer der obigen Listenx)
wy=(-d3List [[d13]]/.t->tt) " (1/3); (#+Berechnung der dritten Wurzeln
aus —/(x)
y1=Simplify [wy]; (*D = 3 : Durch Multiplikation mit demnsx)
y2=Simplify [wy(-bs)]; (*Einheiten b und 1 —b erhdltx)
y3=Simplify [wy(-1+bs)]; (*man weitere Losungens)
b1=2Tm [y1] /WD;
al=2Re[y1];
b2=2Im[y2]/WD; («Uberpriifung, ob y = %—+l”g5 ein Element aus 7Zj istx)
a2=2Re[y2];
b3=2Im[y3] /WD;
a3=2Re[y3];
If [EvenQ[b1]==True, (xIst b gerade, so muss auch a gerade seinx)
If [EvenQ[al]==True,
{
Print[‘‘y="’,y1];
Print[¢‘RS="’,d3List[[d13]1]; (*Ausgabe von y,/ und tx)
Print[‘‘t=’’, tt];
Print [¢ Ckkskskokokkkkk? 7] ;
}
1,
If [0ddQ[al]==True, (*Ist b ungerade, so muss auch a ungerade seinx)
{
Print[¢‘y="", yi1];
Print[“‘RS=’’,d3List[[d13]]1]; (x*Ausgabe von y,/ und tx)
Print[‘‘t="", tt];
Print [¢ “Ckkskskokokkkkk? 2] ;
}

]
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1;
Fiir die weiteren Wurzeln y2,y3 wird ebenfalls untersucht, ob sie aus Zj sind. Die Vorgangs-
weise fiir alle anderen Diskriminanten ist analog.

Berechnung aller Losungen der Form (—y,y) der Thue-Gleichung
Der einzige Unterschied zum vorigen Programm ist die Textzeile
wy=(d3List [[d13]]/.t->tt)"(1/3); (*Berechnung der 3. Wurzeln aus /(x),
der Rest verlduft analog.
Berechnung aller Losungen der Form (ty,y) der Thue-Gleichung
Hier berechnet man die folgenden dritten Wurzeln:

wy=(-(d3List [[d13]]/(2t+1))/.t->tt) " (1/3); (+Berechnung der dritten
Wurzeln aus —//(2t + 1)%)

Das restliche Programm ist analog zu obigem.

A.4.5 Berechnung aller Losungen (z,y), wenn v = x — ay zu einer Zahl aus
7, assoziiert ist

Zum Schluss werden noch alle Losungen der Thue-Gleichung (A.4) unter der Bedingung, dass
v =x — ay zu einer Zahl aus Zj assoziiert ist, ermittelt.

Die Losung dieses Problems wird auf ein Problem zuriickgefiihrt, welches von Heuberger,
Pethé und Tichy in [1], [2], [3] bzw. [4] behandelt wurde.

Ist v zu einer ganzen Zahl aus Zj, assoziiert, so sind v, v ~3) zur selben Zahl assoziiert,
und man kann ¢ in der Form ¢ = ur® darstellen und die obige Thue-Gleichung durch 73
(r3 # 0) dividieren, wodurch man die Gleichung

B — (=12 — (t+2)29° — §° = p (A7)
mit £ = £, 7 = £ und |u| = 1 erhélt. Diese Gleichung wurde von Heuberger, Pethé und Tichy
gelost.

(Siehe auch Abschnitt 4.3.3).
t| > 6

Im Programm werden zu Beginn die Liste aller zu behandelnden Diskriminanten, die Listen
der moglichen ¢-Werte, die sich als jene Normen, die die Ungleichung |[N| < |2t + 1| erfiillen,
ergeben haben, sowie die Listen aller Losungen (&, ) von (A.7) angeschrieben.
tt=.;x=.;WD=.;DD=.;yl=.;y2=.;y3=.;y=.;al=.;a2=.;a3=.;a=.;bl=.;
b2=.;b3=.;b=.;wy=.;
DiscrList={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71}
(#+Liste der zu untersuchenden Diskriminantenx)

xyD3={0,1,-1,bs,-bs,1-bs,-1+bs}; (+Losungen der Gleichung F'(z,y) = u

mit |u| =1, abhéngig von der Diskriminanten, siehe [1] bzw. [3]%)
xyD={0,1,-1};

d3List={2t+1,-(2t+1), (2t+1)Sqrt [3]11/2-7/2,-((2t+1)Sqrt[3]11/2-7/2),
(2t+1)Sqrt [3]11/2+7/2,-((2t+1)Sqrt [311/2+7/2), (2t+1) /2+3Sqrt [3]11/2,
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-((2t+1)/2+3Sqrt[311/2), (2t+1) /2-3Sqrt [311/2,-((2t+1)/2-3Sqrt [3]11/2),
5+6Sqrt [3]I,-(5+6Sqrt [3]1I),-5+6Sqrt[3]I,-(-5+6Sqrt[3]1I),-12,12};

d7List={2t+1,-(2t+1),2t+1-2Sqrt [7]1I,-(2t+1-2Sqrt[7]I),11-2Sqrt[7]I,
-(11-28qrt[71I),11+2Sqrt [7]1I,-(11+2Sqrt [71I) };
dList={2t+1,-(2t+1) }; (#*d3List,d7List,dList: Liste der mdglichen Werte auf
der rechten Seite der Thue-Gleichung, geordnet nach den Diskriminantens)
Flx_,y_1=x"3-(t-1)x"2y-(t+2)x y~2-y~3; (#+linke Seite der Thue-Gleichungk)

For [Discr=1,Discr<=Length[DiscrList] ,Discr++,
DD=DiscrList[[Discrl];
Print[‘‘D=’’,DD];
WD=Sqrt [DD] ;
bs:=(1+WD I)/2;

Dann erzeugt man fiir jede einzelne Diskriminante D eine gewisse Anzahl von t-Werten der

Form ¢ = —% + Ci\?, wobei ¢ € N ungerade ist, um gewéhrleisten zu koénnen, dass t € Zy
liegt.

For[cc=1,cc<=1000,cc+=2, (*Konstruktion einer Liste vonx)
tt:=-1/2+cc Sqrt[DD]/2I; (+mdglichen ¢-Wertenx)
If[tt!=-1/2+3Sqrt[3]/21,

If [DD==3,{ (xAufspaltung nach Diskriminantens)
For[d13=1,d13<=Length[d3List] ,d13++, (#+Lésung der Gleichung

—(2t+1)y®> = ¢ mit ¢ aus einer der obigen Listenx)

Nun berechnet man fiir jeden dieser t-Werte die dritten Wurzeln r aus £. Im Fall D = 3 erhélt
man durch die Multiplikation mit den Einheiten b und 1 — b die weiteren Wurzeln.

w=(d3List [[d13]]/.t->tt) " (1/3); (#+Berechnung der 3. Wurzeln aus /(x)
wll=Simplify[w]; (*D = 3: Durch Multiplikation mit denx)
w12=8implify[w(-bs)]; (#*Einheiten b und 1 —b erh&dltx)
w13=Simplify[w(-1+bs)]; (+man weitere Ldsungenx)

Durch Multiplikation der Losungen (Z,y) von (A.7) mit den berechneten Wurzeln ergeben
sich die Losungen der Thue-Gleichung Fy(z,y) = 23 — (t — 1)a?%y — (t + 2)xy® — y3 = L.

For [xx=1,xx<=Length[xyD3] ,xx++, (*Multiplikation der Losungens)
For [yy=1,yy<=Length[xyD3] ,yy++, (%(x,y) von F(x,y) =p mit denx)
xs11=Simplify [xyD3[[xx]]will]; (+Wurzeln von ¢ liefertx)
ax11=2Re[xs11]; (+die Lésungen (x,y) von F(z,y) = {x)

bx11=2Im[xs11]/WD;
ys11=Simplify[xyD3[[yy]llwi1]l;
ay11=2Re[ys11];
by11=2Im[ys11]/WD;

Das Programm {iberpriift nun, ob die berechneten Werte z,y tatsédchlich Losungen von
Fy(z,y) = £ sind und ob z,y € Zj, gilt. Wenn ja, dann werden z,y, ¢ und ¢ ausgegeben.
f=Simplify[Expand[F[xs11,ys11,tt]]]; (+Uberpriifung, ob F(x,y) = {x)
If [Expand [f]===Expand[d3List[[d13]]/.t->tt],
If [IntegerQ[ax11]==True&&IntegerQ[ayl1l]==True
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&&IntegerQ[bx11]==True&&IntegerQ[byl1]==True,

{

Print[‘‘x=’’, xs11]; (*Sind z,y aus Zg,*)
Print[¢‘y="’, ysi1]; (¥so werden z,y,l,t ausgegebenx)
Print[¢‘w="7, wil1];

Print[‘‘1="’, d3List[[d13]]];

Print[‘‘t="", tt];

Print [¢ “kxkkrxskxx’];1]];

Fiir die beiden anderen Wurzeln w12,w13 geht man ebenso vor. Die Vorgangsweise fiir die
restlichen Diskriminanten ist analog, allerdings entféllt in diesen Féllen die Multiplikation mit
b bzw. 1 — b, da es sich bei diesen Werten fiir alle Diskriminanten D # 3 nicht um Einheiten
handelt.

It| < 6

Im Fall || < 6 geht man analog zum Fall || > 6 vor, allerdings verwendet man bei der
Erzeugung der moglichen ¢t-Werte zusétzlich noch die Einschréinkung [t| < 6.

alpha=.;alphap=.;alphapp=.; (xa, a@ aB)x)

tt =.; x=.; WbD=.; DD=.; yl=.; y2=.; y3=.;y=.;al =.; a2=.; a3 =.; a =.;

bl =.; b2 =.; b3 =.; b =.; wy =.;

DiscrLiSt={3,7,11,15,19,23,31,35,39,43,47,51,55,59,67,71,79,83,87,91,95,103,107,
111,115,119,123,127,131}; (#+Liste der zu untersuchenden Diskriminantenx)

xyD3={0,1,-1,bs,-bs,1-bs,-1+bs,1-3bs,-1+3bs, 2-3bs, -2+3bs, 3-6bs , -3+6bs } ;
xyD7={0,1,-1,bs,-bs,1-bs,-1+bs,1-2bs,-1+2bs};
xyD19={0,1,-1,1+bs,-1-bs,2-bs,-2+bs,1-2bs,-1+2bs};
xyD31={0,1,-1,9+bs,-9-bs, 10-bs,-10+bs, 1-2bs,-1+2bs};
xyD35={O,1,—1,23+2bs,—23—2bs,25—2bs,—25+2bs,2—4bs,—2+4bs};

xyD={0,1,-1}; («Losungen der Gleichung F'(z,y) = p mit |u| =1,
abhéngig von D, siehe [1] bzw. [3]x)

d3List={2t+1,-(2t+1),4Sqrt[3]1I,-4Sqrt[3]I,Sqrt[3]1I,-Sqrt[3]1,

2+3Sqrt [311,2-35qrt [3]11,-2+3Sqrt [311,-2-3Sqrt [3]11,

4+3Sqrt [3]1,4-3Sqrt[3]1,-4+3Sqrt[3]1I,-4-3Sqrt[3]1,

-3,3,-4,4,-5,5,-8,8};
d7List={2t+1,-(2t+1),Sqrt[71I,-Sqrt[7]11,4+Sqrt[7]1I,4-Sqrt[7]1I,

-4+8qrt [7]I,-4-Sqrt[7]11,1+28qrt[7]I,1-2Sqrt[7]1I,-1+2Sqrt [7]1,

-1-28qrt [711,7/2+5/28qrt [711,7/2-5/28qrt [711,-7/2+5/28qrt [711,

-7/2-5/28qrt[7]1,-3,3,-5,5,-7,7};
diiList={2t+1,-(2t+1),2Sqrt[11]1,-2Sqrt[11]I,7+2Sqrt[11]1,

-(7+28qrt [11]11),7-2Sqrt [3]1I,-(7-2Sqrt [3]11) };

d15List={2t+1,-(2t+1),3,-3};
d19List={2t+1,-(2t+1),2,-2,3,-3,4,-4};
d23List={2t+1,-(2t+1),3/2+Sqrt [23]11/2,-(3/2+Sqrt [23]1/2),
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3/2-8Sqrt[23]11/2,-(3/2-Sqrt[23]11/2)};

d31LiSt={2t+1,—(2t+1),1/2+Sqrt[31]I/2,—(1/2+Sqrt[31]I/Q),
1/2-Sqrt [31]11/2,-(1/2-Sqrt[31]11/2),3,-3};

d35List={2t+1,-(2t+1),2,-2,4,-4,5,-5};
ddList={2t+1,-(2t+1) ,t"2+t+7,- (£t~ 2+t+7) };

dList={2t+1,-(2t+1) }; (*d3List,...: Listen der mdglichen Werte auf der
rechten Seite der Thue-Gleichung, geordnet nach den Diskriminantenx)

Flx_,y_,t]= x"3-(t-1)x"2y-(t+2)x y~2-y~3; (*Thue-Gleichungx)

For [Discr=1,Discr<=Length[DiscrList] ,Discr++,
DD=DiscrList[[Discrl];
Print[‘D =’’,DD];
WD=Sqrt [DD] ;

bs:=(1+WD I)/2; (*Konstruktion von b= % + ’\éﬁ*)
For[cc=1,cc<=11,cc+=2, (+und t = —5 Z\z/ﬁ,*)
tt:=-1/2+cc Sqrt[DD]I/2]; (#mit ¢ ungerade*)
If [Abs[tt]<6&&tt!=-1/2+3ISqrt[3]/2, (xTest: [t| < 6%)
Switch[DD,
3,
For[d13=1,d13<=Length[d3List],d13++,
w=(d3List [[d13]1/. t -> tt)"(1/3); (*Berechnung von V/(x)
wl1=Simplify[w]; (xaus einer der obigen Listenx)
w12=8implify[w(-bs)]; (*D = 3: Weitere Wurzeln durchx)
w13=Simplify[w(-1+bs)]; (#*Multiplikation mit den Einheitensx)
For[xx1=1,xx1<=Length[xyD3],xx1++,

For[yyl=1,yyl<=Length[xyD3],yyl++, (xMultiplikation mit den Ldsungenx)
xs11=Simplify [xyD3[[xx1]]wl1]; (#(x,y) von F(z,y) = p mitx)
ax11=2Re[xs11]; (*den Wurzeln von ¢ liefertsx)
bx11=2Im[xs11]/WD; (xdie Ldésungen vonF'(x,y) = (x)

ys11=Simplify[xyD3[[yy1]llwi1];
ayl1=2Re[ys11];
by11=2Im[ys11]/WD;
f=Simplify[Expand[F[xs11,ys11,tt]1]];
If [Expand [f]===Expand[d3List [[d13]]/.t->tt], (xTest: F(z,y) = lx)
If [IntegerQ[axl11]==True&&IntegerQ[ayl1]==True&&
IntegerQ[bx11]==True&&IntegerQ[byl1]==True,
{Print[‘‘x=’’,xs11]; Print[‘‘y=’’, ysii];
Print[‘‘w=’’,wl11]; Print[‘‘1=’’,d3List[[d13]1];
Print[€‘t="",tt]; Print[¢ “kskxkkkkxx’2];1]];
(*Sind x,y € Z, so werden z,y,l,t ausgegebenx)

Die beiden restlichen Wurzeln w12,w13 werden auf die gleiche Art untersucht.
Die Vorgangsweise fiir die restlichen Diskriminanten ist analog, eine Multiplikation mit b bzw.
1 — b ist gleich wie fiir grofle ¢ nicht erforderlich.
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